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Аннотация: Рассмотрены свободные затухающие квазипериодические колебания в распределённой сис-
теме с малыми потерями на примере струны. Показано, что в таких системах проявляется ангармонизм 
обертонов, который выражается в некратности значений собственных частот обертонов частоте основного 
тона. Проведены экспериментальные измерения значений частоты обертонов и параметра их ангармо-
низма обертона с использованием кепстрального преобразования, которые выявили немонотонность их 
зависимости от номера гармоники. Предложено объяснение механизма появления ангармонизма и не-
симметрии огибающей колебаний за счёт дисперсии скорости распространения колебаний на обертонах 
вдоль пространственной координаты. 
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Введение 

Квазипериодические сигналы несинусоидаль-

ной во времени формы с высокой стабильно-

стью частоты повторения используются в ра-

диотехнических [1] и физико-технических 

приложениях. Они отличаются многооктавной 

полосой занимаемых частот, значительным 

количеством обертонов с сопоставимыми ам-

плитудами и медленным по сравнению с пе-

риодом основного тона изменением формы 

колебаний. Такие сигналы формируются в ко-

лебательных системах с малыми потерями и 

распределёнными параметрами, например, в 

несогласованной на концах двухпроводной 

линии передачи [2], в тонкоплёночном СВЧ-

резонаторе на пьезоэлектрической подложке 

[3], в многочастотном резонаторе на объёмных 

акустических волнах (High-overton Bulk 

Acoustic Resonator, HBAR) [4], в оптическом 

резонаторе, в механической колебательной 

системе типа упругой струны [5].  

Анализ процессов в таких системах ослож-

нён необходимостью учёта дисперсии фазовой 

скорости для волн каждого из обертонов вдоль 

пространственной координаты. Известен [6] 

феномен ангармонизма обертонов, который 

состоит в изменении собственной частоты 

высших гармоник колебания по сравнению со 

значениями, кратными частоте основного тона. 

Несмотря на общность описания процессов в 

системах с различной физической средой рас-

пространения волн, в литературе имеются 

лишь отдельные сведения о характере колеба-

тельных процессов применительно к простей-

шим структурам. Однако анализ причин появ-

ления ангармонизма отсутствует. 

Цель данной работы состоит в системати-

зации разрозненных материалов о колебаниях 

сложной формы в распределённых колеба-

тельных системах с малыми потерями, в выяв-

лении особенностей физико-математического 

описания динамики волновых процессов с ан-
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Рис 1. Графическое решение уравнения (4) для нахождения  

собственных частот системы 

 

гармонизмом обертонов и в изложении резуль-

татов измерений их параметров на основе раз-

работанного в [7] модифицированного кепст-

рального алгоритма на примере колебаний 

струны. 

 

Математическая модель 

В качестве примера одномерной распределён-

ной колебательной системы с малыми потеря-

ми рассмотрим однородную струну из упруго-

го материала длиной L c малым диаметром 

d≪L, закреплённую вдоль оси x в точках x = 0 

и x = L. После начального отклонения точки с 

координатой x0 на расстояние y0≪L в такой 

системе происходят свободные поперечные 

колебания y(x, t) в плоскости (x, y), которые 

описываются волновым уравнением [2, 5, 7]: 

           

   
    

       

  
  

 
 

      
 

           

   
    

(1) 

где f1       – частота основного тона; 

       – коэффициент, характеризующий 

упругие свойства материала с натяжением Т и 

плотностью ;   ≪1 – параметр затухания.  

Если в качестве краевых условий в (1) ис-

пользовано жёсткое закрепление концов стру-

ны, при котором y(0, t) = y(L, t) = 0, то в соот-

ветствии с [2] собственные частоты колеба-

тельной системы в точности кратны частоте 

основного тона fn = nf1, n  (1, 2,3,...). Если же 

имеет место упругое закрепление концов стру-

ны, то по [8] краевые условия принимают вид  

  

          

  
           

          

  
           

    (2) 

В результате учёта (2) появ-

ляется зависимость фазовой 

скорости волн, бегущих вдоль 

колебательной системы для x  

(0, L) от их частоты следования 

(дисперсия). Разделением пе-

ременных в (1) можно предста-

вить его решение (без учёта 

постоянной составляющей, не 

влияющей на распространение акустических 

волн) в виде следующего ряда по собственным 

частотам fn (обертонам): 
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(3) 

где T(n) – постоянная времени затухания каж-

дого из обертонов. В [8] доказано, что значе-

ния собственных частот fn в этом случае явля-

ются положительными решениями уравнения 

вида 

        
 

        
,  (4) 

где x = 2 fL/vфn; vфn – фазовая скорость n-го 

обертона. Графическое решение этого уравне-

ния показано на рис. 1.  

В полученной последовательности значений 

{xn/ } нормированный интервал между сосед-

ними собственными частотами n= (xn+1 - xn)/  

монотонно уменьшается, приближаясь к еди-

нице. В этом проявляется ангармонизм обер-

тонов в рассмотренной системе.  

В [9] для задачи о собственных колебаниях 

струны с одним жёстко и другим упруго за-

креплёнными концами получено близкое к (4) 

уравнение вида tg x = -(T/k)x, где k – коэффи-

циент упругой жёсткости. Для различных зна-

чений длины струны L и её натяжения T в этой 

работе показано, что ангармонизм существен-

но проявляется для нескольких (n 6) первых 

обертонов.  

Уравнением типа (4) определяются в [2] ан-

гармонические значения собственных частот 

электромагнитных колебаний для двухпровод-
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Рис. 2 – Пример инвертированного в область репиодов r = 1/q 

кепстра колебания без ангармонизма (жирная линия) и кепстра 

того же сигнала с параметром ангармонизма B = 0,05% (тонкая 

линия) 

 

ной линии без потерь с волновым сопротивле-

нием w, короткозамкнутой на одном конце и c 

подключённой на противоположном конце ём-

костью Свх c реактивным сопротивлением 

1/(2 fСвх). 

В [10] установлено, что для высокодоброт-

ной гладкой струны при учёте конечного зна-

чения упругой жёсткости материала имеет ме-

сто следующее аппроксимирующее выражение 

для собственных частот обертонов: 

                (5) 

где                  – параметр ангармо-

низма, численное значение которого определя-

ется диаметром струны d≪L, относительным 

модулем упругости материала Е и его натяже-

нием Т. В данной работе измерениями пара-

метров колебания выявлена неточность ап-

проксимации (5). 

В [4] приведены результаты эксперимен-

тального исследования собственных частот в 

распределённой системе в виде многочастот-

ного тонкоплёночного пьезоэлектрического 

СВЧ-резонатора на синтетическом алмазе с 

объёмными акустическими волнами. Там уста-

новлено, что частотные промежутки между 

соседними обертонами в рассмотренной сис-

теме демонстрируют немонотонные ангармо-

нические изменения с локальными максиму-

мами и минимумами.  

Физическим объяснением появления ангар-

монизма обертонов можно считать наложение 

(суперпозицию) волн, распространяющихся 

вдоль распределённой дисперси-

онной колебательной системы, 

которые отражаются на её концах 

в соответствии с граничными ус-

ловиями. В результате этого 

форма суммарного колебания 

несинусоидальной формы y(t, x) 

зависит от расположения точек 

возбуждения x0 и наблюдения 

колебаний x  (0, L), причём оги-

бающая колебательного процесса 

y(t, x) несимметрично изменяется 

во времени и в пространстве из-

за изменения соотношения между амплитуда-

ми обертонов и асинхронной вариации формы 

суммарного квазипериодического несущего 

колебания. Этот факт используется при извле-

чении звуков в электрогитаре [4]. 

 

Измерение параметра ангармонизма 

в колебаниях струны 

Изменения частотного интервала n между со-

седними обертонами можно трактовать как 

вариацию текущей фазы квазипериодического 

колебания. Вызванная ими девиация частоты в 

спектральном представлении проявляется в 

уширении амплитудного спектра колебания (3) 

и в пульсациях его огибающей. Кепстр С(q), 

основанный [11] на преобразовании Фурье от 

логарифма амплитудного спектра Фурье ис-

ходного колебания, в случае сигнала несину-

соидальной формы без ангармонизма показы-

вает сосредоточенные пики на гармониках час-

тоты пульсаций спектра, показанные на рис. 2 

жирными линиями. Для сигнала с ангармониз-

мом обертонов оно выявляет уширение, созда-

вая в области репиодов r-зону, показанную на 

рис. 2 тонкой линией. 

Модификация [7] кепстрального метода со-

стоит в нахождении такого значения коэффи-

циента предыскажения частотного масштаба 

спектра после первого преобразования Фурье, 

при котором ангармонизм компенсируется, а 

зона уширения преобразуется в сосредоточен-

ный пик увеличенного уровня. Такая методика 
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Рис. 3. Зависимость параметра ангармонизма B от натяжения 

струны T = 4 (Lf1)
2
 

 

 

T/T0 

B, % 

гладкая струна 

обвитая струна 

L = 649 мм 

 
Рис 4. Экспериментальная зависимость значений частоты гармоник fn/nf1, нормированных к целому 

кратному частоте основного тона (знаки ), аппроксимация по (5) (тонкая сплошная) и по уточнённой 

модели (4) (пунктир)  

 

 

 

Уточнённая модель (4) 

n 

fn/n

f1 

гитарная струна; 

aL = 0,67; B = 0,09%; f1 = 100 Гц 

позволяет cущественно повысить 

точность измерений.  

Результаты измерения значений 

параметра ангармонизма B моди-

фицированным кепстральным ме-

тодом для металлических струн 

электрогитары представлены на 

рис.3. По горизонтальной оси на 

этом рисунке отложены нормиро-

ванные значения натяжения стру-

ны Т = 4L
2
f1

2
, функционально 

связанные с удобным для измере-

ния значением частоты основного 

тона f1. 

Показанная пунктирными пря-

мыми линиями на рис. 3 аппрок-

симация результатов измерений подтверждает, 

что приведённые выше идеализированные со-

отношения достоверно описывают явления 

ангармонизма в рассмотренной колебательной 

системе. 

На рис. 4 показаны для гитарной струны ре-

зультаты измерения зависимости значений 

частоты гармоник, отнесённых к целому крат-

ному частоты основного тона fn/nf1, от номера 

n. Аналогичный вид имеют графики таких из-

мерений для струн фортепиано с разными зна-

чениями частоты основного тона f1. 

Экспериментальные значения отклонений 

частоты обертона от прямой пропорциональ-

ности номеру n (знаки ) показывают немоно-

тонность её изменения в области малых значе-

ний номера обертона n, которая противоречит 

зависимости по (5) из [6, 10], показанной на 

рис. 4 тонкой сплошной линией. На этом ри-

сунке пунктиром представлена уточнённая ап-

проксимация по (4). Анализ данных на рис. 4 

показывает, что именно условия (2) упругого 

закрепления концов струны подтверждаются 

измерениями.  

 

Заключение 

Таким образом, ангармонизм колебаний  

несинусоидальной формы появляется в рас-
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пределённых механических и электромагнит-

ных колебательных системах с малыми поте-

рями и различной средой распространения 

волн из-за дисперсии фазовой скорости волн 

высших обертонов, распространяющихся 

вдоль пространственной координаты. В ре-

зультате этого огибающая свободных колеба-

ний оказывается несимметричной по отноше-

нию к состоянию покоя, а форма квазиперио-

дического несущего колебания зависит от вре-

мени и от пространственной координаты. Ис-

пользование кепстрального преобразования 

позволило измерить значения параметра ан-

гармонизма и уточнить её функциональную 

зависимость от номера обертона. Анализ изме-

ренных зависимостей значений частоты обер-

тонов от их номера показал необходимость 

учёта условий упругости распределённой ко-

лебательной системы на её краях.  
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Abstract: The variation in time parameters and processes spectral content occurring in electrical and mechani-
cal oscillatory systems with low attenuation and distributed parameters are matched. The wave equation in par-
tial derivatives was made through the example of oscillations free attenuation of a thin homogeneous elastic 
string, and the natural frequency values with a few options of fixing the string ends of and also the oscillatory 
process form is presented with consideration for attenuation, boundary conditions and any number of higher 
harmonics. It is indicated that the output signal in such systems has non-sinusoidal quasi-periodic form with a 
large number of higher harmonics (overtones) of the basic frequency of the comparable level. The dispersion 
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arises in the system  if to consider the elastic fastening of the string ends, that is there arises the dependence of 
the phase velocity of higher harmonics waves along the space coordinate on their frequency, which results in 
the overtones anharmonicity – the difference between the natural frequency values from the values that are 
multiples of the principle tone frequency. It is demonstrated through comparison of the published data on the 
study of electromagnetic oscillations in piezoelectric radio-frequency resonators with distributed parameters 
that the phenomena of anharmonicity are of such nature there. The experimental measurement results of the 
overtones frequency in a broad values range of the overtone number and the bass frequency are given. The 
cepstral transform of the time initial functions was used to estimate anharmonicity parameter values. In such a 
case the frequency axis calibrated pre-emphasis, which  compensates the inherent anharmonicity, was applied 
to increase the measurement accuracy. 

Keywords: quasi-periodic signals; overtones anharmonicity; velocity dispersion of wave propagation; 
cepstrum; boundary conditions; distributed oscillatory system;  string. 
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