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Аннотация: Из канонических общих уравнений Гельмгольца гибридных НЕ- и ЕН- электромагнитных волн 
для нормально намагниченных гиротропных волноводов с ортогонально-криволинейными формами по-
перечного сечения, учитывающих тепловые потери, определены частные уравнения Гельмгольца гибрид-
ных НЕ- и ЕН- электромагнитных волн для нормально намагниченных гиротропных волноводов прямо-
угольной, круглой и эллиптической формами поперечного сечения, учитывающих тепловые потери, кото-
рые необходимы для постановки и последующего решения соответствующих краевых задач. 
Ключевые слова: комплексная диэлектрическая проницаемость, гибридные волны, волновод, 
нормальное намагничивание, тензор магнитной проницаемости, тепловая потеря. 

Введение 
При производстве сверхвысокочастотных 
(СВЧ) устройств: изоляторов, циркуляторов, 
фазовращателей, миниатюрных антенн в диа-
пазоне (1–100 ГГц) применяются ферриты с 
высокой намагниченностью и магнитной про-
ницаемостью, а также высокой диэлектриче-
ской проницаемостью и электрическим сопро-
тивлением, низкими электронными и магнит-
ными потерями [1–6].  

В работе [7] приведены экспериментально 
полученные основные характеристики различ-
ных ферритов, используемых при изготовле-
нии СВЧ устройств, откуда следует, что при-
меняемые на практике ферриты имеют тангенс 
угла диэлектрических потерь в диапазоне 
(2,525)·10–4, что является существенной вели-
чиной. Следовательно, в СВЧ устройствах 

имеет место значительные тепловые потери. 
Поэтому, для проведения более точного анализ 
и расчёта характеристик распространяющихся 
в различных гиротропных волноводах элек-
тромагнитных волн, необходимы частные 
уравнения Гельмгольца, учитывающие тепло-
вые потери. Гиротропные волноводы намагни-
чиваются внешним магнитным полем вдоль 
или поперёк направления распространения 
электромагнитных волн [8–11]. В свою оче-
редь, поперечное намагничивание может быть 
касательным или нормальным. В работе рас-
смотрен случай нормального намагничивания.  

Таким образом, целью данной статьи явля-
ется вывод частных уравнений Гельмгольца 
гибридных НЕ- и ЕН- электромагнитных волн 
для нормально намагниченных гиротропных 
волноводов с прямоугольной, круглой и эл-
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липтической формами поперечного сечения, 
учитывающих тепловые потери. 

 
1. Канонические общие уравнения  

Гельмгольца для нормально магниченных 
гиротропных волноводов с ортогонально-
криволинейными формами поперечного 
сечения, учитывающие тепловые потери 

Канонические общие уравнения Гельмгольца, 
определённые относительно продольных ком-
понент напряжённостей электрического ZE  и 
магнитного ZH  полей, гибридных электро-
магнитных волн гиротропных волноводов с 
произвольными ортогонально-криволиней-
ными формами поперечного сечения при нор-
мальном намагничивании, учитывающие теп-
ловые потери имеют вид [12]:  
для НЕ- волны 
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В уравнениях (1) и (2) 
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1x , 2x  — поперечные координатные оси про-
извольной ортогональной системы координат;  

1 2,h h  — коэффициенты Ламэ поперечных ко-

ординатных осей; 1 21 2
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 — символы Кристо-

ффеля 2-го рода;   — постоянная распростра-

нения; ' j 


   — комплексная диэлектри-

ческая проницаемость феррита;  
j  — мнимая единица;   — абсолютная ди-

электрическая проницаемость феррита;  
߱ — циклическая частота; σ – удельная элек-
трическая проводимость феррита. Компоненты 
тензора магнитной проницаемости феррита, 
входящие в (1) и (2), при нормальном намаг-
ничивании равны [11]  
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Из канонических общих уравнений Гельм-
гольца (1) и (2) определим частные уравнения 
Гельмгольца гиротропных волноводов с кон-
кретными ортогонально-криволинейными фор-
мами поперечного сечения, учитывающие теп-
ловые потери, при нормальном намагничивании.  
 

2. Частные уравнения Гельмгольца для 
нормально намагниченного  

прямоугольного гиротропного волновода, 
учитывающие тепловые потери 

В декартовой системе координат коэффициен-
ты Ламэ, символы Кристоффеля и дифферен-
циальные операторы 1-го и 2-го порядков бу-
дут следующими: 
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Подставляя (3) в каноническое общее урав-
нение Гельмгольца (1) найдем частное уравне-
ние Гельмгольца гибридной НЕ- электромаг-
нитной волны для нормально намагниченного 
прямоугольного гиротропного волновода, учи-
тывающее тепловые потери 
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Далее подставляя (3) в каноническое общее 
уравнение Гельмгольца (2), определим частное 
уравнение Гельмгольца гибридной ЕН- элек-
тромагнитной волны для нормально намагни-
ченного прямоугольного гиротропного волно-
вода, учитывающее тепловые потери 
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3. Частные уравнения Гельмгольца для 
нормально намагниченного круглого 

гиротропного волновода, учитывающие 
тепловые потери 

В цилиндрической системе координат коэф-
фициенты Ламэ, символы Кристоффеля и 
дифференциальные операторы 1-го и 2-го по-
рядков принимают вид 
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Подставляя (6) в каноническое общее урав-
нение (1), получим частное уравнение Гельм-
гольца гибридной НЕ- электромагнитной вол-
ны для нормально намагниченного круглого 
гиротропного  волновода, учитывающее теп-
ловые потери 
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Аналогично, подставляя (6) в каноническое 
общее уравнение (2), найдём частное уравне-
ние Гельмгольца гибридной ЕН- электромаг-
нитной волны для нормально намагниченного 
круглого гиротропного волновода, учитываю-
щее тепловые потери 
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4. Частные уравнения Гельмгольца для 

нормально намагниченного эллиптического 
гиротропного волновода, учитывающие 

тепловые потери 
В эллиптической системе координат коэффи-
циенты Ламэ, символы Кристоффеля и диффе-
ренциальные операторы 1-го и 2-го порядков 
примут следующий вид: 
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где e  — фокусное расстояние эллипса; 

 222 cos chd . 
Подставляя (9) в каноническое общее урав-

нение (1) с последующим умножением резуль-
тата подстановки на 22de , определим частное 
уравнение Гельмгольца гибридной НЕ- элек-
тромагнитной волны для нормально намагни-
ченного эллиптического гиротропного  волно-
вода, учитывающее тепловые потери  
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Подставляя (9) в каноническое общее уравне-
ние (2) с последующим умножением результа-
та подстановки на 22de , определим частные 
уравнения Гельмгольца гибридной ЕН- элек-
тромагнитной волны для нормально намагни-
ченного эллиптического гиротропного волно-
вода, учитывающее тепловые потери  
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Заключение 

Из канонических общих уравнений Гельм-
гольца гибридных НЕ- (1) и ЕН- электромаг-
нитных волн (2), содержащих только продоль-
ные компоненты напряжённостей электриче-
ского и магнитного полей, для гиротропных 
нормально намагниченных волноводов с про-
извольными ортогонально-криволинейными 
формами поперечного сечения, учитывающих 
тепловые потери, определены следующие 
частные уравнения Гельмгольца: 

1. Частные уравнения Гельмгольца ги-
бридных НЕ- (4) и ЕН- электромагнитных волн 
(5), учитывающие тепловые потери, для нор-
мально намагниченного прямоугольного гиро-
тропного волновода; 

2. Частные уравнения Гельмгольца ги-
бридных НЕ- (7) и ЕН- электромагнитных волн 
(8), учитывающие тепловые потери, для нор-
мально намагниченного круглого гиротропно-
го волновода; 

3. Частные уравнения Гельмгольца ги-
бридных НЕ- (10) и ЕН- электромагнитной 
волн (11), учитывающие тепловые потери, для 
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нормально намагниченного эллиптического 
гиротропного волновода. 

Полученные частные уравнения Гельмголь-
ца гибридных НЕ- и ЕН- электромагнитных 
волн, учитывающие тепловые потери, для 
нормально намагниченных гиротропных вол-
новодов с прямоугольной (4) и (5), круглой (7) 
и (8), эллиптической (10) и (11) формами попе-
речного сечения позволяют поставить соответ-
ствующие задачи Дирихле. Последующее ре-
шение каждой из задач Дирихле определяют 
дисперсионные уравнения для этих волново-
дов, и даёт возможность проведения исследо-
ваний основных параметров распространяю-
щихся в них электромагнитных волн, таких как 
постоянная распространения, критические ча-
стота и длина волны, электрическое и магнит-
ное поля. 
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Abstract: From the experimental data available in the literature, it follows that the tangent of the dielectric 
loss angle of ferrites, depending on the material of manufacture, assumes significant values. This means that 
in any microwave devices, including gyrotropic waveguides, regardless of the direction of magnetization 
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(longitudinal or transverse) relative to the propagation of electromagnetic waves in the waveguides, signifi-
cant thermal losses occur. Therefore, for a more accurate theoretical analysis and subsequent calculation of 
various characteristics of electromagnetic waves propagating in gyrotropic waveguides, as well as the pa-
rameters of the waveguides themselves, specific Helmholtz equations for hybrid HE- and EH- electromagnetic 
waves are required for normally magnetized gyrotropic waveguides with rectangular, circular, and elliptical 
cross-sectional shapes, in order to subsequently pose and solve boundary value problems for these wave-
guides. In this work, based on the canonical general Helmholtz equations for hybrid HE- and EH- electromag-
netic waves, defined only with respect to the transverse components of the electric and magnetic field 
strengths, for normally magnetized gyrotropic waveguides with arbitrary orthogonal-curvilinear cross-
sectional shapes that account for thermal losses, the corresponding specific Helmholtz equations for hybrid 
HE- and EH- electromagnetic waves have been derived for gyrotropic waveguides with rectangular, circular, 
and elliptical cross-sectional shapes, which also account for thermal losses under normal magnetization. De-
fining the boundary conditions and formulating the corresponding boundary value problems for the obtained 
specific Helmholtz equations, followed by their solution, will allow finding the dispersion equations for nor-
mally magnetized gyrotropic rectangular, circular, and elliptical waveguides that account for thermal losses. 
Keywords: complex dielectric constant, hybrid waves, waveguide, normal magnetization, magnetic permeabil-
ity tensor, heat loss. 
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