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Аннотация: Получены обобщённые формулы поперечных компонент электромагнитного поля, учитыва-
ющие тепловые потери, для гиротропных волноводов с ортогонально-криволинейными формами попе-
речных сечений при произвольном намагничивании. Получены общие соотношения этих же компонент 
электромагнитного поля, учитывающие тепловые потери, для гиротропных волноводов с ортогонально-
криволинейными формами поперечных сечений при нормальном, касательном и продольном намагни-
чиваниях. Из общих формул выведены частные формулы поперечных компонент, учитывающие тепловые 
потери, для гиротропного эллиптического волновода при нормальном, касательном и продольном 
намагничиваниях. Полученные частные соотношения поперечных компонент электромагнитного поля, 
учитывающих тепловые потери, необходимые при определении граничных условий соответствующих 
краевых задач для частных уравнений Гельмгольца гибридных НЕ- и EH- волн для нормально, касательно 
и продольно намагниченных гиротропных эллиптических волноводов, а также при исследований структу-
ры электромагнитного поля основных мод распространяющихся электромагнитных волн в этих волново-
дах. 
Ключевые слова: компоненты электромагнитного поля, гиротропный эллиптический волновод, 
намагничивание, форма поперечного сечения, тепловые потери, краевая задача. 

Введение 
В сверхвысокочастотных  приборах [1–5], так-
же в гиротропных волноводах,  используются 
ферриты [6, 7], намагниченные нормально, ка-
сательно и продольно направлению распро-
странения электромагнитной волны. В работе 
[8] было экспериментально установлено, что 

значения тангенсов угла диэлектрических по-
терь ферритов δ, используемых в сверхвысо-
кочастотных устройствах, включая гиротроп-
ные волноводы, зависят как от состава, так и 
структуры материалов изготовления. В частот-
ности, для феррошпинели значение δ находит-
ся  в диапазоне (2,5–25)·104, что является до-
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статочно большим. Следовательно, в гиро-
тропных волноводах имеют место значитель-
ные тепловые потери, оказывающие влияние 
как на основные параметры самих волноводов, 
так и на характеристики распространяющихся 
в них электромагнитных волн, а также на 
структуры электромагнитного поля основных 
мод, зависящих от степени эллиптичности и 
величины намагниченности.  

Для установления степени и характера вли-
яния джоулева нагрева на основные параметры 
гиротропных волноводов и характеристики 
электромагнитных волн, а также на структуры 
электромагнитного поля основных мод необ-
ходимо поставить и решить краевые задачи 
для частных уравнений Гельмгольца гибрид-
ных электромагнитных ЕН- и НЕ- волн гиро-
тропных волноводов с разными формами орто-
гональных поперечных сечений и при различ-
ных намагничиваниях, учитывающие тепловые 
потери.  

В частности, для постановки граничных 
условий и решения краевых задач для частных 
уравнений Гельмгольца нормально, касательно 
и продольно намагниченных гиротропных эл-
липтических волноводов, учитывающих теп-
ловые потери, должны быть определены соот-
ветствующие поперечные компоненты элек-
тромагнитного поля.  

Таким образом, основной целью данной ра-
боты является определение частных формул 
вычисления поперечных компонент электро-
магнитного поля, учитывающих тепловые по-
тери, для гиротропных эллиптических волно-
водов при нормальном, касательном и про-
дольном намагничиваниях. 

Для достижения поставленной цели необ-
ходимо решение следующих задач: 

1) Определение обобщённых формул по-
перечных компонент электромагнитного поля, 
учитывающих тепловые потери, для гиротроп-
ных волноводов с ортогонально-
криволинейными формами поперечных сече-
ний при произвольном намагничивании; 

2) Определение общих формул попереч-
ных компонент электромагнитного поля, учи-

тывающих тепловые потери, для гиротропных 
волноводов с ортогонально-криволинейными 
формами поперечных сечений при нормаль-
ном, касательном и продольном намагничива-
ниях; 

3) Определение частных формул вычис-
ления поперечных компонент электромагнит-
ного поля для гиротропных эллиптических 
волноводов, учитывающих тепловые потери, 
при нормальном, касательном и продольном 
намагничиваниях. 

 
1. Обобщённые формулы поперечных  
компонент электромагнитного поля  
гиротропных волноводов с тепловой  

потерей 
Для устоявшегося по времени процесса без 
наведённых токов и зарядов система дифферен-
циальных уравнений Максвелла имеет вид [9] 

' ,
,

0,
0,

rotH j E
rotE j B
divD
divB





 


 



 

 

где H  и E  — напряжённости магнитного и 
электрического полей соответственно; B H   

и D  — магнитная и электрическая индукции 
соответственно; j — мнимая единица; ε — аб-
солютная диэлектрическая проницаемость 
феррита; ω — циклическая частота монохро-

матического процесса; ' j 


   — ком-

плексная диэлектрическая проницаемость фер-
рита; σ  — однородная удельная электрическая 
проводимость феррита;   — тензор магнит-
ной проницаемости феррита 
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 
   
   

 , (2) 

где l, m, k, μ11, μ22, μ33 — компоненты тензора 
магнитной проницаемости феррита; 
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постоянная; 0 0 0Y Н   — круговая частота 
ферромагнитного резонанса; 0Н  — напряжён-
ность постоянного внешнего магнитного поля; 

111,76 10 Кл
кг

    — гиромагнитное отношение; 

0M  — намагниченность феррита. 
В [9] были получены разложения операто-

ров rotH  и rotE  из системы (1) по осям про-
извольной криволинейно-ортогональной си-
стемы координат, когда продольная ось волно-
вода совпадает с осью Z, и имеют вид 

  
2 2 1

1 1 2

1 2 2 1

' ,
' ,

' ,

z

z

z

H j H j E
H j H j E

H H j E
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  

  
   
  

 (3)  
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E j E j B
j jkH H jmH
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 

 
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 

  

 

    

   
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
   
    
    

 (4) 

где ( 1E , 2E ) и ( 1H , 2H ) — поперечные компо-
ненты электрического и магнитного полей,             
( zE , zH ) — продольные компоненты электри-
ческого, магнитного полей; γ — постоянная 
распространения;  
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
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 и 2 2
21

2 1

1 hГ
h x





 — 

символы Кристоффеля 2-го рода [10];  
1h , 2h  — коэффициенты Ламэ поперечных ко-

ординатных осей [11]; 1 2 3, ,x x x  — координат-
ные линии ортогонально-криволинейных си-
стем координат с продольно-регулярной осью 

3x z . 
Из (3) и (4) выразим поперечные компонен-

ты электрического поля. Для этого из первого 
уравнения (3) находим 

  2 1 2
1 ' zH j E H
j




  . (5)                 

Подставив (5) во второе уравнение (4) имеем
  1 1 1 22 2z zE j E j jkH H jmH          

22 2 322
1 1' .z

HjkH E mH    
 


   

 
Откуда после соответствующих преобразо-

ваний относительно 1E получим 

22
1 1 1 22 z z

jE E kH m H
b

   


  
        

  
,(6)                    

где  
 2 2 2

22 'b      . (7)              
Из второго уравнения (3) выразим 

  1 2 1

1 ' zH j E H
j




   . (8) 

Подставив (8) в первое уравнение (4) полу-
чим 

     2 2 11 1 2z zE j E j H jkH jlH          
2

11 2 11
1 2

' .z z
Ej H kH lH      

 
    

 
Из последнего выражения после несложных 

преобразований относительно 2E , получим 

11
2 2 2 12 z z

jE E kH l H
a

 
 


  

        
  

,(9)                 

где  
 2 2 2

11 'a      . (10) 
Далее из правых частей (12) и (15), соответ-

ственно, исключим поперечные компоненты 

1H  и 2H .  Для этого подставляя (8) в (6) полу-
чим 

22
1 1 1 22 z z

jE E kH m H
b

 
 


  
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
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  

 

 1 3 22 2

2 2 2
.z zk H j H j mH

b b b
    

    (11)       

Подставив (5) в (9) получим 
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 2 1 22
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j E k j E H
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z
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


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 2 11 1

2 2 2
.z z zk H j H j lH

a a a
    

    (12) 

Из (11) и (12) следует, что подставляя одно 
уравнение в другое можно получить попереч-
ные компоненты электрического поля 1E  и 2E , 
выраженные через продольные компоненты 
электрического и магнитного полей. Поэтому 
подставив в (11) выражение (12) получим  

2 2

22
1 1 22 2 4 2 2 2' z z

j a pE E m H
a b k a

 
  

  
          

 
2

2 12

'
z z

j k E l H
a

   


           
, (13) 

где  

 
2

2 2 211 22

22

' kp  
  




  . (14)            

После подстановки в (12)  формулы (11) бу-
дем иметь 

2 2
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j b gE E l H
a b k b

 
  

  
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'
'z z

j k E m H
b

   


           
, (15) 

где  

 
2

2 2 211 22

11

' kg  
  




  . (16) 

Выражения (13) и (15) являются обобщён-
ными формулами поперечных компонент элек-
трического поля, учитывающми тепловые по-
тери, для гиротропных волноводов с ортого-
нально-криволинейными формами поперечно-
го сечения при произвольном намагничивании.  

Для определения поперечных компонент 
магнитного поля преобразуем (8) 

 1 2 1

1 ' zH j E H
j




     

 2 1

1 ' z
j j E H
j j
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

     

 12' zj HE
 


   . (17)  

Далее подставляя  в (17) формулу (15), по-
лучим 
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12
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b
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 

 
    

 
 

2

1
2

' .z
z

j Hm H 
 

      
  

 

 

В последнем выражении  внесём в фигур-

ную скобку 1 zj H

  и тогда получим 

22 2

11
1 2 12 2 4 2 2 2 2

'
' z

j b gH E
a b k b

  
   

 
      

 

2 2 4 2 2

12 2

2 ' '
z z

l a b kH H
b

   
 

 
   


 

2 2

1 22

' ' '
z z

j k mE H
b

    
 

          
   

.

После соответствующих преобразований 
этого выражения окончательно получим 

2 2

1 2 12 2 4 2 2

' '
' z z

j b lH E H
a b k

   
   

  
         

  

 
2 2

1 22

' ' '
z z

j k mE H
b
    

 
          

   
. (18) 

Для определения поперечной компоненты 
2H , воспользуемся формулой (5), которую пе-

репишем в виде 

  2
2 1 2 1

1 '' z
z

j HH j E H E
j




  


    . (19) 

После подстановки в (19) формулы (13) по-
лучим  
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  2
2 1 2 1

1 '' z
z

j HH j E H E
j




  


      

2 2

22
1 22 2 4 2 2 2

'
' z

j a pE m
a b k a

  
   

             
 

2

22 1
'

'z z z
j kH E l H

a
   


              

 

2 .zj H



  

Тогда после внесения  2 zj H


  в фигурную 

скобку получим            
2

2 12 2 4 2 2

'
' z

j aH E
a b k

 
  


   

 
 

2 2 2 2 4 2 2 2

22
2 22 2 2 2

' ' 'p a b k m
a a

      
  

 
      
 

 

2 2

2 12

' ' ' .z z z
j k lH E H

a
    

 
           

   
 

После компоновки и группировки послед-
ней формулы будем иметь  

2

2 12 2 4 2 2

'
' z

j aH E
a b k

 
  


   

 
 

2 2

2 2

' '
z

m j kH
a

   


 
     
 

 

 
2

2 1

' '
z z

lE H  
 

          
   

. (20) 

Выражения (18) и (20) представляют обоб-
щённые формулы поперечных компонент маг-
нитного поля для гиротропных волноводов, 
учитывающие тепловые потери, с ортогональ-
но-криволинейными формами поперечного 
сечения, с регулярной продольной осью, сов-
падающей с осью Z декартовой системы коор-
динат, при произвольном намагничивании. 

 
2. Общие и частные формулы поперечных 
компонент электромагнитного поля гиро-
тропных волноводов с тепловой потерей 

В ортогонально-криволинейной системе коор-
динат при продольном намагничивании 
направление внешнего магнитного поля совпа-

дает с осью Z и элементы тензор магнитной 
проницаемости феррита (2) выражаются сле-
дующим образом [12] 

33 || 11 22, , 0, 0l m k          , 

 0 0 0
|| 0 0 0 2 2

0

, Y M 
    

 
  


 . (21) 

Тогда формулы (7), (10), (14) и (16) с учё-
том (21) примут вид 

2 2 2 2' ;a b       
 2 2 2 2 2' ,g p c         (22) 

где 
2 2k





 . 

Подставив (21) и (22) в обобщённые фор-
мулы поперечных компонент электрического 
поля (13), (15) и в обобщённые формулы попе-
речных компонент магнитного поля (18), (20) 
получим общие формулы  поперечных компо-
нент электромагнитного поля для гиротропных 
волноводов с ортогонально-криволинейными 
формами поперечного сечения при продольном 
намагничивании 



2 2 2

1 1 22 2 2 2

2
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2
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2 2 2

2 2 12 2 2 2
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'
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j a c j kE E H
g g a a
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

 
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 
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 




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
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
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

        
 22

2

1 221

2 2
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' ,   (23)
'
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
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
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где  

 2 2 4 2 2 2 2 2' ' 'a b k k             

 2 2 2 2 2' ' ,k g g            

   2 2 2 2 2 2 2 2' ' , ' ' ,g k g k                 
2 2

1 1 12 2
11

,l g l c
b a




     
2 2

2 2 22 2
22

m p m c
a a




      . 

Коэффициенты Ламэ [11] и символы Кри-
стоффеля [10] в эллиптической системе коор-
динат  1 2 3, ,x x x z     имеют вид 

 
1 2 3

1 2
12 212 2

, 1,
sin 2 2, ,
2 2

h h ed h
shГ Г

d d
 

  



 

 (24) 

где e  — фокусное расстояние эллипса; 
2 2 2cosd ch    . 
Для определения частных формул попереч-

ных компонент электромагнитного поля гиро-
тропного эллиптического волновода при про-
дольном намагничивании, выраженные через 
продольные компоненты электрического и маг-
нитного полей, подставим  коэффициенты Ламэ 
из (24)  в общую формулу (23), тогда получим  

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2
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,
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,
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
  

   
  


  

   
  




 

 

 

 
      

  
     

 
      

  
     

  
     




2 2

2 2 2

,                                    (25)
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E H
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 


















  

     
          

   
      

 

При нормальном намагничивании направ-

ление внешнего магнитного поля совпадает с 
координатной осью   ортогонально-
криволинейной системы координат и элементы 
тензор магнитной проницаемости феррита (2) 
имеют вид [12] 
 11 ||  ; 22 33    ; 0k l  ; 0m  .  (26) 

Поэтому при нормальном намагничивании 
формулы (7), (10), (14) и (16) принимают вид 

2 2 2 2 2 2

||

2 2 2 2 2 2

||

' , ' ,
' , ' .

a b
g p

      

       

   
    

 

Откуда следует, что   
 2 2 2 2 2 2 2 2

||' , 'a p b g             . (27) 
Подставив (26) и (27) в обобщённые фор-

мулы поперечных компонент электрического 
поля (13), (15) и в обобщённые формулы попе-
речных компонент магнитного поля (18), (20) 
получим общие формулы  поперечных компо-
нент электромагнитного поля для гиротропных 
волноводов с ортогонально-криволинейными 
формами поперечного сечения при нормаль-
ном намагничивании 

1 1 22

1 22

||

2 2 12

1 2 12

2

2 12

1 22
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,

,                (28)
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
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

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











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где дифференциальные операторы 1-го поряд-
ка с учетом намагниченности при нормальном 
намагничивании имеют вид  

2 2 ,m m 


    2 2

2 'm m 


    . 

Для определения поперечных компонент 
электромагнитного поля гиротропного эллип-
тического волновода при нормальном намаг-
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ничивании, подставим  коэффициенты Ламэ в 
эллиптической системе координат из (24) в 
(28). Тогда получим 
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2

2

2

1 ,

1 ,

1 ' ,                        (29)
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           


        
    

          

 

При касательном намагничивании направ-
ление внешнего магнитного поля совпадает с 
координатной осью   ортогонально-криволи-
нейной системы координат и тензор магнитной 
проницаемости феррита (2) описывается фор-
мулой [12] 

 
22 ||

11 33

,
,

0, 0k m l

 

  
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 
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. (30) 

Поэтому при касательном намагничивании 
формулы (7), (10), (14) и (16) принимают вид 
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Подставив (30) и (31) в обобщённые фор-
мулы  поперечных компонент электромагнит-
ного поля (13), (15), (18) и (20) при произволь-
ном намагничивании получим общие формулы 
этих же компонент электромагнитного поля 
для гиротропных волноводов с ортогонально-
криволинейными формами поперечного сече-
ния при касательном намагничивании 
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где дифференциальные операторы 1-го поряд-
ка с учётом намагниченности при касательном 
намагничивании имеют вид 
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Для определения поперечных компонент 
электромагнитного поля гиротропного эллип-
тического волновода при касательном намаг-
ничивании подставим  коэффициенты Ламэ в 
эллиптической системе координат из (24) в 
(32). Тогда получим 
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Заключение 
В статье представлен подробный вывод различ-
ных формул поперечных компонент электро-
магнитного поля для гиротропных волноводов, 
учитывающих тепловые потери, именно: 
1. Обобщённых формул поперечных компо-
нент электрического (13), (15) и магнитного 
(18), (20) полей, учитывающие тепловые поте-
ри, для гиротропных волноводов с ортогональ-
но-криволинейными формами поперечных се-
чений при произвольном намагничивании; 
2. Общих формул поперечных компонент элек-
тромагнитного поля, учитывающие тепловые 
потери, для гиротропных волноводов с ортого-
нально-криволинейными формами поперечных 
сечений при продольном (23), нормальном (28) 
и касательном (32) намагничиваниях;  
3. Частных формул поперечных компонент 
электромагнитного поля, учитывающие тепло-
вые потери, для гиротропного эллиптического 
волновода при продольном (25), нормальном 
(29) и касательном (33) намагничиваниях.  

Полученные частные формулы поперечных 
компонент электромагнитного поля, учитыва-
ющие тепловые потери, для гиротропного эл-
липтического волновода при нормальном, каса-
тельном и продольном намагничиваниях необ-
ходимы, для определения граничных условий 
для соответствующих краевых задач частных 
уравнений Гельмгольца, а также при исследо-
ваниях структуры электромагнитного поля ос-
новных мод.  
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Abstract: There was no study of main parameters of gyrotropic elliptiс waveguides with thermal loss and char-
acteristics of hybrid electromagnetic waves propagating in them, as well as the structure of the electromagnetic 
field of the main modes dependent on both the ellipticity and the waveguide magnetization intensity. Respective 
boundary value problems for Helmholtz specific equations must be solved to investigate these and other issues 
related to gyrotropic elliptic waveguides magnetized longitudinally, normally and tangentially in view of heat loss. 
Yet, the known transverse components of the electromagnetic field are required for the appropriate magnetization 
to state and solve these boundary value problems. The paper is aimed at developing mathematical apparatus for 
accounting heat loss and estimating the transverse components of the electromagnetic field in gyrotropic wave-
guides with orthogonally curved cross-section shapes for cases of arbitrary, normal, tangential, and longitudinal 
magnetization.  The paper retrieved generalized and general formulas of the electromagnetic field transverse com-
ponents with consideration to heat loss for gyrotropic waveguides with orthogonally curved cross-section shapes 
with arbitrary and specific (normal, tangential and longitudinal) magnetization accordingly. Sub-expressions of the 
electromagnetic field transverse components are obtained from the general relations for gyrotropic elliptic wave-
guides that are normally, tangentially and longitudinally magnetized in view of heat loss. The obtained sub-
relations of the electromagnetic field transverse components with consideration to heat loss enable to state and 
solve boundary value problems for Helmholtz specific equations of hybrid HE- and EH-electromagnetic waves for 
normally, tangentially and longitudinally magnetized gyrotropic elliptic waveguides. 
Keywords: the electromagnetic field components, gyrotropic elliptic waveguide, magnetization, cross-section 
shape, heat loss, boundary value problem. 
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