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Аннотация: Рассматриваются возможности оценки частоты периодического сигнала методом моментов по 
положению компонент спектра, полученного в результате БПФ при применении окна Кайзера, которое ре-
гулируется параметром β. Методическая составляющая погрешности оценки частоты, обусловленная влия-
нием вида  оконной функции, зависит от степени близости истинного значения частоты и положения энер-
гетического центра оконной функции. Погрешность определяется шагом частотной сетки, выбранным зна-
чением параметра β, числом учитываемых спектральных линий, длительностью интервала дискретизации 
сигнала. Метод моментов позволяет найти абсциссу «центра тяжести», получить средневзвешенную оценку 
положения пика энергетического спектра с учётом его растекания. Получены значения погрешности и даны 
рекомендации по выбору параметров оконной функции. Наименьшую методическую погрешность, обу-
словленную влиянием окна Кайзера и неидеальностью алгоритма поиска энергетического пика спектра, 
можно получить при β = 15, количестве отсчётов от 256, числе линий спектра 11 и более. 
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Измерение частоты периодического сигнала 
осуществляется в системах контроля, испыта-
ний и мониторинга радиоэлектронных средств.  
Методы измерения частоты можно разделить 
на группы, в основе которых лежит представ-
ление сигнала во временной и в частотной об-
ласти [1–5]. Во временной области наибольшее 
применение получили методы дискретного 
счёта и интерполяции [6], а в частотной — ме-
тоды спектрального анализа с использованием 
алгоритмов быстрого преобразования Фурье 
(БПФ), определение максимальной  спектраль-
ной составляющей и последующее уточнение 
координаты максимума посредством матема-
тических преобразований, например, путём 
интерполяции.  

Известны алгоритмы измерения частоты 
гармонических сигналов, основанные на вы-
числении взвешенного максимума с помощью 
итерационных вычислений БПФ [7–10]. Часто-
ту периодического сигнала можно оценить ме-

тодом моментов [9] по положению компонент 
спектра, полученного в результате прямого 
преобразования Фурье. При этом погрешность 
определяется шагом частотной сетки, видом 
используемой оконной функции, числом учи-
тываемых спектральных линий, длительно-
стью интервала дискретизации сигнала. Метод 
моментов позволяет получить средневзвешен-
ную оценку положения пика энергетического 
спектра с учётом его растекания. Методиче-
ская составляющая погрешности оценки ча-
стоты, обусловленная влиянием вида  оконной 
функции, зависит от степени близости истин-
ного значения частоты и положения энергети-
ческого центра оконной функции. 

В статье рассматриваются возможности 
оценки частоты периодического сигнала мето-
дом моментов [11, 12, 14] по положению ком-
понент спектра, полученного в результате 
БПФ. При этом погрешность определяется ша-
гом частотной сетки, равным отношению ча-
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стоты  дискретизации fд к числу отсчётов N, 
видом используемой оконной функции, числом 
учитываемых спектральных линий, длительно-
стью интервала дискретизации сигнала. Метод 
моментов позволяет получить средневзвешен-
ную оценку положения пика энергетического 
спектра с учётом его растекания.  Методом 
моментов находится абсцисса «центра тяже-
сти», которая  для дискретной функции может 
быть представлена в виде формулы: 
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где xi — дискретное значение аргумента, центр 
которого определяется; fi(xi) — значение дис-
кретной функции; р — порядок, определяющий 
физический смысл «центра тяжести» (р = 1 — 
по площади; р = 2 — по энергии); i — значение 
номера учитываемой спектральной составля-
ющей, расположенной в зоне растекания.  

Когда в окно выборки попадает нецелое 
число периодов сигнала, на границах окна об-
разуются разрывы, приводящие к появлению 
дополнительных спектральных компонент в 
частотной области. Для уменьшения влияния 
спектральной утечки применяется  предвари-
тельное сглаживание временной последова-
тельности, что достигается умножением всех 
отсчётов сигнала на весовые коэффициенты 

специальной оконной функции.   
Известно много различных окон, отличаю-

щихся по степени сглаживания [13], разреша-
ющей способности и т.д. Это затрудняет выбор 
окна для конкретной задачи, заключающейся в 
минимизации отклонения положения на оси 
частот энергетического максимума спектра 
сигнала от истинного значения частоты этого 
сигнала.   

Широко применяется окно Кайзера, которое 
описывается выражением: 
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где I0 — модифицированная функция Бесселя 
первого рода нулевого порядка;   — коэффи-
циент, определяющий долю энергии, сосредо-
точенной в главном лепестке спектра оконной 
функции; N — количество точек массива 
оконной функции (ширина окна); n — индекс 
массива, 0 1.n N    На рис. 1 приведены 
варианты окна Кайзера для объема выборки 
512 и  разных значений параметра   = 4, 8 и 
15. На рис. 2 приведены примеры спектров  
чётной (а) и нечётной (б) структуры. 

При нечётной симметрии спектра относи-
тельно одной компоненты учитывается  одина-
ковое число соседних линий  снизу и сверху. 

Энергетический максимум 
спектра совпадает с цен-
тральной спектральной ли-
нией номер 4. В расчётах 
следует учитывать нечёт-
ное число максимальных по 
уровню компонент: три с 
номерами 3, 4 и 5; пять с 
номерами 2, 3, 4, 5 и 6 и так 
далее.   

При чётной симметрии 
энергетический максимум  
расположен посередине  
компонент 3 и 4 и в расчё-
тах следует учитывать  чёт-
ное число спектральных 

 
Рис. 1. Окно Кайзера в зависимости от параметра β 
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линий. Если учитывать нечётное число, то в 
зоне изменения частоты сигнала или дискрети-
зации скачкообразно изменяется положение 
«центра тяжести» на оси частот.  Если компо-
нента 3 по уровню даже немного больше чем 4, 
то будут учитываться номера 2, 3 и 4. При не-
значительном превышении компоненты 4 учи-
тываемые компоненты скачком станут учиты-
ваться номера 3, 4 и 5. 

На рис. 3 показан интерфейс  моделирую-
щей программы для окна Кайзера при выборке 

1024 значения и нечётной структуре с числом 
компонент 7. График методической погрешно-
сти имеет вид периодической функции с поло-
гими участками близкой к нулю погрешности в 
зонах нечётной симметрии и разрывами с рез-
кими выбросами погрешности противополож-
ной полярности при приближении к чётной 
структуре спектра. 

В диапазоне небольшого отклонения дли-
тельности выборки от целого числа периодов 
погрешность изменяется плавно. В области 

 
а) 

 
б) 

Рис. 2.  Спектры с  нечётной (а) и чётной (б) симметрией 
 

 

Рис. 3. График методической погрешности    
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симметрии чётной структуры спектра при из-
менении  уровней главных компонент 3 и 4 
образуется скачок погрешности.  

Моделирование показало, что для умень-
шения методической погрешности при при-
ближении к зоне чётной симметрии следует 
учитывать чётное число спектральных линий  
путем добавления дополнительной компонен-
ты.  

Выбор между нечётной и чётной структуры 
можно сделать автоматическим при отноше-
нии уровней двух максимальных компонент  
0,5…0,9. Граница близости должна устанавли-
ваться по результатам анализа влияния кон-
кретного окна. Можно переходить от нечётно-
го к чётному числу линий спектра вблизи зоны 
скачка или работать с чётным числом компо-
нент даже для нечётной структуры спектра.++ 

 Алгоритм  оценки частоты сигнала можно 
представить в виде шагов: 

1. выбирают частоту дискретизации fд и 
объем выборки N таким образом, чтобы полу-
чить необходимое разрешение по частоте fд / N;   

2. получают в заданном объёме (N = 8, 16, 
32, …. 1024, 2048, 4096, 8192 …) массив отсчё-
тов u[i / fд]. Минимальное значение N = 8 при 
длительности выборки не менее двух периодов 
сигнала; 

3. выбирают временное окно и наклады-
вают его на полученный массив u[i/fд]; 

4. вычисляют БПФ, получая комплексный 
спектр  S[ifд / N] = FFT(u[i / fд]); 

5. в комплексном спектре S[ifд / N] опре-
деляют номер mj спектральной линии сетки 
БПФ, амплитуда которой максимальна; 

6. оценивают уровень ближайших к мак-
симальной составляющей компонент и выби-
рают алгоритм взвешивания чётного или не-

чётного числа линий спектра; 
7. вычисляют частоту сигнала по форму-

ле: 
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где  m — номер спектральной компоненты 
максимального уровня;  Si — амплитуды спек-
тральных компонент; d — число дополнитель-
ных линий спектра близких к m сверху и сни-
зу; 

9. оценивают погрешности и смещение 
частоты сигнала. 

Результаты компьютерного моделирования 
для β = 4, 8 и 15 представлены ниже в таблич-
ной форме и в виде графиков. В таблицах 1, 2 
и 3 приведены максимальные значения мето-
дической погрешности оценки частоты для  
разного числа отсчётов и количества учитыва-
емых спектральных линий.  

Для трёх спектральных компонент и выбо-
рок от 16 до 256 меньшие погрешности, соот-
ветственно, от 1% до 0,01% получаются при 
β = 4.  

Для пяти и семи компонент и выборок от 16 
до 256 меньшие погрешности, соответственно, 
от  6Е-4 до 5Е-8 получаются при β = 8.  

Для девяти и большего числа компонент и 
выборок от 32 до 256 меньшие погрешности, 
соответственно, от  3Е-8 до 3Е-14 получаются 
при β = 15.  

На графиках представлены максимальные 
погрешности для  β=4, 8 и 15,   

На рис. 4 приведены графики методической  
погрешности оценки частоты по трем спек-
тральным линиям  для выборок от 23 до 213. 

Таблица 1 
N Максимальная погрешность для β = 4 и  числа спектральных линий 

3 5 7 9 11 13 
16 1.1E-2 5.4E-3 5.4E-3 - - - 
32 3.8E-4 3.7E-4 2.9E-4 2.3E-4 1.9E-4 1.6E-4 
64 2.9E-4 2.7E-4 2.2E-4 1.9E-4 1.6E-4 1.5E-4 
128 1.7E-4 1.6E-4 1.3E-4 1.2E-4 1.1E-4 9.7E-5 
256 9.4E-5 8.7E-5 7.5E-5 6.6E-5 6.0E-5 5.6E-5 
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При 23 отсчётах метод не работает, так как не 
хватает частотной сетки БПФ, минимальной 
можно считать выборку  24. Лучшим является 
окно Кайзера с параметром β = 4. 

На рис. 5 приведены графики методической 
погрешности оценки частоты по пяти спек-
тральным линиям  для выборок от 24 до 213. 
Минимальной можно считать выборку 25. 

Лучшим является окно Кайзера 
с параметром β = 8. 

На рис. 6 приведены графики 
методической  погрешности 
оценки частоты по пятнадцати 
спектральным линиям для вы-
борок от 26 до 213. Лучшим яв-
ляется окно Кайзера с парамет-
ром β = 15. 

Выводы.  
1. Наименьшую методиче-

скую погрешность 3E-14, обу-
словленную влиянием окна Кай-
зера и неидеальностью алгорит-
ма поиска энергетического пика 
спектра, можно получить при β 
=15, количестве отсчётов от 256, 
числе линий спектра 11 и более. 

2. Окна Кайзера при β = 8 и 
4 лучше работают в области 
меньших выборок при удовле-
творительной методической по-
грешности. 

3. При  допустимой мето-
дической погрешности  
определения частоты гармони-

Таблица 2 
N Максимальная погрешность для β = 8 и  числа спектральных линий 

3 5 7 9 11 13 
16 9.0E-2 5.7E-4 2.7E-5 - - - 
32 1.1E-2 2.9E-5 6.8E-7 6.7E-7 6.7E-7 6.7E-7 
64 4.7E-3 7.9E-6 5.3E-8 7.6E-8 6.3E-8 5.2E-8 
128 2.1E-3 2.9E-6 5.7E-8 5.9E-8 7.1E-8 7.7E-8 
256 1.0E-3 1.2E-6 4.9E-8 4.2E-8 4.2E-8 4.2E-8 

 
Таблица 3 

N Максимальная погрешность для β = 15 и  числа спектральных линий 
3 5 7 9 11 13 

16 2.9E-2 9.0E-3 - - - - 
32 2.9E-2 3.4E-3 5.8E-5 2.8E-8 8.0E-11 8.0E-11 
64 1.3E-2 1.3E-3 1.9E-5 5.2E-9 6.4E-13 6.3E-13 
128 5.9E-3 5.9E-4 7.9E-6 1.5E-9 1.1E-13 1.3E-13 
256 2.9E-3 2.8E-4 3.6E-6 5.9E-10 3.7E-14 2.9E-14 

 

 
Рис. 5. График методической погрешности при 5 компонентах   

 

 
Рис. 4. График методической погрешности при 3 компонентах   
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ческого сигнала в пределах  
1.0E-5 … 1.0Е-2   (0,01 … 1.%)  
для окна Кайзера и β = 4 доста-
точно учесть от 3 до 5 спек-
тральных линий при 16 отсчё-
тах. 

4. При  допустимой по-
грешности определения частоты 
гармонического сигнала в пре-
делах  1.0E-6 …1.0Е-4 для окна 
Кайзера и β = 8 достаточно 
учесть от 3 до 5 спектральных 
линий при 16 отсчётах. 
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Рис. 6. График методической погрешности при 15 компонентах 
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Abstract: Frequency measurement of periodic signal is done in systems of control, testing and monitoring of 
radio electronic equipment. Frequency measurement methods can be divided into groups based on the signal 
representation in time and frequency domain. Methods of digital numbers and digital interpolation are most 
widely used in time domain while frequency domain uses spectral analysis methods through fast-Fourier-
transform (FFT) algorithms, defining the maximum spectral component and subsequent determination of 
maximum coordinate by mathematical manipulations, for example, via interpolation. This article looks into 
options of estimating periodic signal frequency by moments’ method through the position of spectrum com-
ponents resulting from FFT using Kaiser window, which is controlled by β parameter. Methodic component of 
frequency estimation error due to the influence of window function type depends on proximity degree of fre-
quency true value and position of the energy center of window function. The error is determined via frequen-
cy chart range, selected value of β parameter, the number of spectral lines taken into account, and the dura-
tion of signal sampling interval. Moments’ method enables to find longitudinal center of gravity, to obtain 
weighted average estimation of the peak position for energy spectrum considering its leakage. Error values 
are obtained and recommendations are given for choosing window function parameters. Due to Kaiser win-
dow effect and imperfection of the search algorithm for the spectrum energy peak, the least methodic error 
can be obtained at β = 15, numeric value strating from 256, with the number of spectrum lines as 11 and 
more. 
Keywords: frequency, harmonic signal, method, numeric value, error, spectrum. 
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