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Введение 

Одной из основных технических характери-
стик, определяющей качество синтезаторов 
частот и устройств формирования сигналов, 
является спектральная плотность мощности 
(СПМ) фазовых шумов S(F), которая характе-
ризуется отношением мощности шумов на ча-
стоте F одной боковой полосы в полосе частот 
1 Гц к мощности сигнала. 

Для теоретического анализа шумовых ха-
рактеристик радиоустройств используют мо-
дели СПМ фазовых шумов на основе степен-
ных функций [1]. Такие модели известны и 
используются для всех основных функцио-
нальных узлов радиосистем, например, для 
генераторов, детекторов, умножителей частоты 
и других звеньев они приведены в [1 - 3]. Их 
применение существенно упрощает анализ и 
проектирование устройств синтеза частот, 
формирователей сигналов и других устройств, 
позволяя обойтись без сложных эксперимен-

тальных исследований. Для цифровых вычис-
лительных синтезаторов аналогичные модели 
предложены в [4], а методика определение ко-
эффициентов модели по экспериментальным 
характеристикам приведена в [5].  

Важным моментом в применении моделей 
является их достаточная точность для прогно-
зирования шумовых характеристик устройств 
синтеза и формирования сигналов. Особенно 
важной является задача получения точных ма-
тематических моделей шумовых характери-
стик для конкретных типов генераторов сигна-
лов, реализованных на определённой элемент-
ной базе или по какой-либо схеме, так как ре-
зультирующий уровень фазовых шумов всего 
устройства синтезирования или формирования 
сигналов определяется именно характеристи-
ками генераторов. Однако все известные мате-
матические модели СПМ фазовых шумов 
устройств являются усреднёнными и для ре-
альных генераторов могут существенно отли-
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чаться от их шумовых характеристик. Поэтому 
задача разработки математических моделей 
шумовых характеристик на основе экспери-
ментальных зависимостей используемых гене-
раторов сигналов является актуальной задачей. 

Одним из вариантов повышения точности 
модели и повышения достоверности теорети-
ческого анализа шумовых характеристик для 
конкретных видов интегральных микросхем в 
[6] предложена регрессионная модель СПМ 
фазовых шумов цифровых вычислительных 
синтезаторов и порядок определения её коэф-
фициентов по имеющимся экспериментальным 
шумовым характеристикам.  

Целью работы является разработка регрес-
сионных математических моделей СПМ фазо-
вых шумов генераторов на основе их экспери-
ментальных шумовых характеристик. 

 
Основная модель СПМ фазовых шумов  

генераторов сигналов 
В [7] приводится основополагающая модель 
СПМ фазовых шумов генераторов: 

2 2
0 0

3 2
1( ) 1 ,

2 2 2
Ш C CG K k T f f f fS F

P F Q F Q F

      
                

 (1) 

где G – коэффициент усиления транзистора; 
KШ – коэффициент шума транзистора; k – по-
стоянная Больцмана; T – абсолютная темпера-
тура; P – высокочастотная мощность, переда-
ваемая в резонатор; Q – добротность нагру-
женного резонатора; f0 – частота генератора; 
fС – граничная частота области преобладания 
фликкер-шума в спектре шума транзистора; 
F – отстройка частоты от f0. 

Данная формула позволяет рассчитать СПМ 
фазовых шумов генераторов, управляемых 
напряжением, на варакторных управителях 
частоты. Поскольку почти все параметры для 
ГУН и ЖИГ совпадают, то данную формулу 
можно использовать для моделирования шу-
мовых характеристик ЖИГ.  

Существенное отличие ГУН от ЖИГ-
генераторов заключается в применении колеба-
тельных систем с очень низкой добротностью 
(порядка 100). Добротность ЖИГ-резонаторов 

составляет 2000-3000. За счёт высокой доброт-
ности и проявляется существенный выигрыш по 
шумовым характеристикам [8]. 

С учётом шумов, вносимых управляющей 
системой, а также при подстановке известных 
экспериментальных значений, в [1] приводится 
формула для генераторов, управляемых 
напряжением ГУН: 

2 2 11
11,6 15,6 150 0

3 2 2 2

1 1 10( ) 10 10 10ГУН
f fS F
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          .(2) 

в [2] аналогичная модель 
0,7 3

15,5
3 2

10 10( ) 10ГУНS F
F F


   , 

а в [3] она имеет вид 
11,6 2 15,6 2 15

150 0
3 2 2 2

1 10 1 10 10( ) 10ГУН
L L

f fS F
F Q F Q F

  
 

    . 

Как видно, эти и другие модели имеют су-
щественную разницу в коэффициентах и были 
получены для различных частот и, собственно, 
различных генераторов. 

Для генераторов опорной частоты (кварце-
вых или др.) подобные модели из [1 - 3] имеют 
еще более отличающиеся коэффициенты  

37,25 4 39,4 4 12,25
14,90 0

3 2 1

10 10 10( ) 10ГОЧ
f fS F

F F F
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10,5 10,5 11,4 13,8
16,2

4 3 2 1

10 10 10 10( ) 10ГОЧS F
F F F F

   
   

       
   

. 

Влияние составляющей с четвёртой степе-
нью частоты отстройки F проявляется только 
при очень малых расстройках (единицы-
десятки герц) и не всегда необходимо его учи-
тывать. 

В общем виде модель СПМ фазовых шумов 
генераторов удобно представить в виде: 

34 2 1
0

4 3 2 1

10 10 10 10( ) 10
kk k k

kS F
F F F F

     .    (3) 

Для определения коэффициентов модели 
для конкретного типа генератора по имею-
щимся экспериментальным шумовым характе-
ристикам воспользуемся моделью СПМ фазо-
вых шумов на основе регрессии выборки дан-
ных линейной комбинацией функций вида 
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где 10 ik
iC  . 

При этом по точкам экспериментальной ха-
рактеристики СПМ фазовых шумов с помо-
щью, например, программы MathCAD можно 
определить коэффициенты Ci. Для этого ис-
пользуется функция linfit(F,S,g) - вектор пара-
метров линейной комбинации функций поль-
зователя, осуществляющей регрессию данных, 
где F - вектор действительных данных аргу-
мента (частоты отстройки), элементы которого 
расположены в порядке возрастания; S - вектор 
действительных значений того же размера 
(значений СПМ фазовых шумов); g(F) - поль-
зовательская векторная функция скалярного 
аргумента. 

Далее по формулам  
lgi ik C      (5) 

вычисляются коэффициенты для выражения (1).  
Подобный подход применён в [6] для циф-

ровых вычислительных синтезаторов и показал 
хорошие результаты (погрешность модели не 
более единиц дБ/Гц). 

Однако, в отличие от характеристик цифро-
вого вычислительного синтезатора, диапазон 
изменений значений СПМ фазовых шумов у 
генераторов существенно выше и составляет 
90 – 100 дБ/Гц против всего 40 – 50 дБ/Гц для 
ЦВС. Поэтому получаемая в программе мат-
рица коэффициентов является плохо обуслов-
ленной ввиду большого количества линейного 
сочетания функций, локализацией эксперимен-
тальных точек на узком интервале, а также за-
висит от природы и свойств функций, образу-
ющих линейное сочетание. Результат вслед-
ствие этого получается с большой ошибкой и 
коэффициенты Ci могут быть отрицательными.  

Рассмотрим, как ведёт себя модель СПМ 
фазовых шумов по формуле (2). На рис. 1 при-
ведена графическая зависимость результиру-
ющей шумовой характеристики ( )S F  и её со-
ставляющих соответствующих степеней. Вид-
но, что вклад составляющих при различных 

отстройках F различен: при малых F сильнее 
влияет составляющая с третьей степенью, за-
тем со второй, а нулевая вносит существенный 
вклад только при больших отстройках выше 
нескольких мегагерц и значение коэффициента 
k0 в общей формуле (3) можно определить из 
экспериментальных характеристик при F>10 
МГц. Составляющая же с первой степенью 
существенного влияния на результат не оказы-
вает (её вклад более чем на 15 дБ меньше всех 
остальных). Поэтому с погрешностью менее 3% 
ею можно пренебречь. Таким образом, можно 
определить два коэффициента регрессионной 

модели из 
3

2

( ) i
i

i

g F С F 



 , а коэффициент 

0
0 10kС   определить непосредственно из экс-

периментальных шумовых характеристик. 

 
Покажем применимость такого подхода на 

примере экспериментальных характеристик ге-
нераторов из [9], которые приведены на рис. 2.  

Для этого составим матрицы SЖИГ(F) для 
частот отстройки F от 1 кГц до 1 МГц и 
SГУН(F) для частот до 3 МГц при которых, как 
видно, наиболее значимы составляющие с 3-
ей, 2-ой и 1-ой степенями из (4):  

 1000 3000 10000 30000 100000 300000 1000000 TF  , 

 7 8.5 10 11.2 12.7 14 15.510 10 10 10 10 10 10
Т

ЖИГS        , 

 
Рис. 1. СПМ фазовых шумов генератора  
по формуле Лиссона и её составляющие: 
0 – нулевой степени, 1 – первой степени,  
2 – второй степени, 3 – третьей степени 
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 1000 3000 10000 30000 100000 300000 1000000 3000000 TF  , 

 5 6.4 8 9.2 10.6 12 13.4 14.410 10 10 10 10 10 10 10
Т

ГУНS         . 

 
Полученные решения с помощью функции 

linfit(F,S,g) 4
2 33,498*10 , 84,373ЖИГ ЖИГC C 

и значения коэффициентов 2 3,456,ЖИГk    

3 1,926ЖИГk   для ЖИГ и 2 0,016,ГУНC   
3

3 9,984*10ГУНC  , 2 31,808, 4ГУН ГУНk k    
для ГУН. Коэффициенты при нулевой степени 
F определяем из рис. 2 как показатель степени 
10 при частоте отстройки 10 МГц 

0 016,2, 15,5ЖИГ ГУНk k    .  
В результате полученные математические 

модели СПМ фазовых шумов ЖИГ и ГУН 
примут вид 

1,926 3,456
16,2

3 2

10 10( ) 10ЖИГS F
F F


   ,      (6) 

4 1,808
15,5

3 2

10 10( ) 10ГУНS F
F F


   .     (7) 

На рис. 3 и 4 приведены рассчитанные по 
(6) и (7) теоретические шумовые характери-
стики ЖИГ и ГУН и сравнение их с экспери-
ментальными. Для сравнения приведены шу-
мовые характеристики этих же генераторов, 
полученные по формуле (2). 

Как видно, обобщённая формула модели (2) 
требует для конкретного случая подбора ко-
эффициентов с точным знанием добротности 
используемой контурной системы, а предлага-
емая методика позволяет быстро получить ма-
тематическую модель шумовых характеристик 
для конкретного генератора на основе его экс-

периментальных характеристик с погрешно-
стью в единицы дБ. 

 

 
Для примера рассмотрим получение модели 

СПМ фазовых шумов генераторов опорной 
частоты (например, кварцевых). Диапазон из-
менений значений СПМ фазовых шумов у та-
ких генераторов несколько ниже, чем у пере-
страиваемых генераторов, составляет 70 – 90 
дБ/Гц, однако все равно не позволяет исполь-
зовать для получения коэффициентов регрес-
сионной модели с использованием отсчётов 
экспериментальной характеристики в широком 
диапазоне частот отстроек. Поэтому применим 
аналогичный подход для определения коэффи-
циентов модели кварцевого генератора, встро-
енного в плату цифрового вычислительного 
синтезатора AD9854 с частотой 30 МГц. Сня-

 
Рис. 2. Экспериментальные шумовые  

характеристики генераторов ГУН и ЖИГ  
Рис. 3. Теоретические и экспериментальная  

шумовые характеристики ЖИГ 

 
Рис. 4. Теоретические и экспериментальная 

шумовые характеристики ГУН 
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тые экспериментальные шумовые характери-
стики приведены на рис. 5. Использование от-
счётов для регрессионной модели во всем диа-
пазоне отстроек приводит к вычислению отри-
цательных коэффициентов формулы (4) 

 15 10 7 53,393 10 1,402 10 1,089 10 1,107 10ГОЧC            

и, как следствие, невозможности определения 
коэффициентов модели СПМ фазовых шумов.  

Используем отсчёты в диапазоне отстройки 
до 3 кГц, выше которой СПМ фазовых шумов 
практически постоянна 

 10 30 100 300 1000 3000 TF  , 

 7,8 9,2 10,9 12,2 13,4 14,210 10 10 10 10 10
Т

ГОЧS       , 

и в результате решения с помощью функции 
linfit(F,S,g) 8

2 2,017 10 ,ГОЧC    
5

3 1,565 10ГОЧC    и значения коэффициентов 

2 37,695, 4,806ГОЧ ГОЧk k    . Значения коэф-
фициента 0 15,2ГОЧk    получаем из экспери-
ментальной характеристики как коэффициент 
степени 10 при отстройке более 100 кГц. 

Получаемая модель шумовых характери-
стик такого генератора  

4,806 7,695
15,2

3 2

10 10( ) 10ГОЧS F
F F

 
   .     (8) 

Результаты расчёта по (8) и сравнение с 
экспериментальной характеристикой приведе-
ны на рис. 6. Как видно, погрешность предла-
гаемой модели СПМ фазовых шумов генерато-
ров и для этого случая не превышает несколь-
ких децибел, причём составляющая с первой 

степенью F также не оказыва-
ет заметного влияния на ре-
зультат. 

 
Выводы 

Таким образом, предлагаемый 
подход определения коэффи-
циентов математической мо-
дели спектральной плотности 
мощности фазовых шумов ге-
нераторов сигналов на основе 
экспериментальных шумовых 
характеристик позволяет су-
щественно повысить (на 3-10 
дБ/Гц) точность модели для 
используемых генераторов, 
что позволяет применять та-
кие модели для теоретической 
оценки шумовых свойств ва-
риантов построения устройств 
формирования сигналов в це-

лом с высокой достоверностью. 

 
 

 
Рис. 6. Теоретические и экспериментальные 

шумовые характеристики кварцевого  
генератора, встроенного в плату ЦВС AD9854 

 
Рис. 5. Экспериментальные шумовые характеристики кварцевого 
генератора с частотой 30 МГц, встроенного в плату ЦВС AD9854 
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Abstract: To analyze radio devices noise performance, the spectral power density (SPD) models of phase noise 
based on detuning frequency exponent functions are used. Such models are known and are used for all main 
functional units of radio systems, for example, generators, detectors, frequency multipliers and other compo-
nents. Their application significantly simplifies analysis and development of radio systems in general avoiding  
complicated experimental research. All the known mathematical SPM models of components phase noise are 
averaged and can considerably differ from their experimental noise performances for real devices. Radio system 
noise performance is largely defined by the applied signal oscillator characteristics (reference or control signal) 
therefore it is especially important to use high accuracy mathematical models in particular for them. The article 
proposes to obtain mathematical models of oscillator noise performance based on the available experimental 
dependences on the basis of data sampling regression by the exponent functions linear combination. Oscillators 
distinctive feature is that their SPM values logarithmic variation range of phase noise is about 100 dB/Hz and 
the obtained regression model coefficient matrix is poorly stipulated. The calculations are made with quite an 
error due to this. Therefore, to increase coefficient determination accuracy of signal oscillator model the regres-
sion equation is derived for functions with degrees above the first one, and the coefficient for the detuning fre-
quency zero degree is determined directly through experimental noise performance. This approach is illustrat-
ed by examples of defining mathematical SPM models of oscillator phase noise under voltage control, YIG oscil-
lators, quartz crystal oscillators. Thus obtained mathematical spectral power density models of signal oscillator 
phase noise and using the experimental noise performance have an error in units of decibels and enable quite 
accurately to  perform the theoretical analysis of radio systems noise performance implemented by signal oscil-
lator specific types.  
Key words: phase noise spectral power density, noise performance, signal oscillators, regression model. 
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