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Аннотация: В статье приведён анализ коррелированной очереди в системе типа W/Г/1. При этом в каче-
стве примера произвольного распределения интервалов времени между пакетами рассматривается рас-
пределение Вейбулла, а времён обработки пакетов — гамма распределение. Получены значения оценок 
задержки и вариации задержки в очереди при наличии корреляций интервалов времени между пакета-
ми и времён обработки пакетов. Для решения задачи в работе используется теория копул. Приведён 
анализ взаимной корреляции интервалов времени между пакетами и времён обработки пакетов, в ре-
зультате которого показана зависимость между коэффициентом корреляции Пирсона и параметром ко-
пулы Фарли — Гумбеля — Моргенштерна. Приведён анализ поведения задержки и вариации задержки в 
зависимости от параметра копулы, а, следовательно, от степени корреляции в очереди.  
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При анализе инфокоммуникационных сетей и 
оценке параметров качества обслуживания 
QoS (Quality of Service) потоков, таких, как 
задержка, вариация задержки — как правило, 
предполагают не только независимость пото-
ков, но и отсутствие корреляций внутри очере-
ди [1–4]. Такие предположения могут привести 
к неоправданно оптимистичным прогнозам 
оценки параметров работы сетей. Следует об-
ратить внимание, что многочисленные иссле-
дования трафика инфокоммуникационных се-
тей доказывают обратное [5–8], то есть потоки 
отличаются от простейших, отмечается нали-
чие свойств самоподобия у трафика и корреля-
ционных связей между временными последо-
вательностями обслуживаемых пакетов. В то-
же время, например, в работе [6] приведены 
доказательства того, что имеется зависимость 
между интервалами времени между пакетами и 
временами обработки пакетов в очереди.  

В работах [1, 5, 6, 8] представлены модели 
очереди с учётом наличия корреляций. Следу-
ет заметить, что данные работы основаны на 
предположении об экспоненциальном распре-
делении длин пакетов и интервалов времени 
между пакетами, что нехарактерно для совре-

менных потоков [5–8]. Кроме того, анализ в 
данных работах посвящён оцениванию за-
держки, а оценка изменения задержки при пе-
редаче пакетов (джиттер, вариация задержки) 
не рассматривается.  

В работе [9] приведён результат анализа па-
раметров функционирования сети SDN 
(Software-Defined Networking), где учитывается 
наличие взаимной корреляции последователь-
ностей интервалов времени между пакетами и 
времён обработки пакетов, при этом случай-
ные интервалы времени между пакетами рас-
пределены по экспоненциальному закону, что 
соответствует модели очереди M/G/1.   

В работе [10] был рассмотрен пример оце-
нивания параметров качества обслуживания 
трафика в системе G/G/1 с коррелированной 
очередью, при этом в [10] рассматривается си-
стема, где в качестве примера произвольного 
распределения G на обеих позициях использу-
ется распределение Вейбулла. Поскольку 
большинство современных приложений в ин-
фокоммуникационных сетях генерируют пото-
ки, в которых случайные интервалы времени 
между пакетами и длины пакетов лучше опи-
сываются распределениями с «тяжёлыми хво-
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стами» [11], возникает необходимость иссле-
дования систем, где в качестве примеров про-
извольных распределений G используются 
именно такие распределения, что является 
главной целью данной работы. Поэтому в дан-
ной работе рассматривается пример, где ис-
пользуется распределение Вейбулла с коэффи-
циентом вариации больше единицы для интер-
валов времени между пакетами и гамма рас-
пределение для времён обработки пакетов, 
следовательно, в качестве примера системы 
G/G/1 рассматривается система W/Г/1. 

 
Модель коррелированной очереди 

Рассмотрим канал связи с конечной пропуск-
ной способностью, соединяющий два узла — 
узел 1 и узел 2 (рис. 1), аналогично подходу, 
показанному в [5]. Пакеты передаются от узла 
1 к узлу 2. Интервал времени между пакетами 
определяется временем между окончанием пе-
редачи i-го пакета и началом передачи  
(i + 1)-го пакета (рис. 1). Так как канал, соеди-
няющий два узла, имеет конечную пропуск-
ную способность, он не может отправлять ко-
личество пакетов от узла 1 к узлу 2, превыша-
ющее пропускную способность канала, следо-
вательно, для пакетов большей длительности 
требуется более длительное время передачи в 
обоих узлах. Поэтому интервалы времени 
между пакетами, прибывающими в узел 2 
сильно коррелированы со временами обслужи-
вания в узле 2. Данную модель можно исполь-
зовать для определения задержки и изменения 
задержки в очереди с учётом корреляций. Сле-

довательно, модель очереди можно предста-
вить в виде системы G/G/1. 

Модель, показанная на рис. 1, позволит по-
лучить значения оценок средней задержки па-
кетов в очереди, а изменение задержки может 
быть определено как вариация задержки паке-
та [12]. Вариация задержки пакета в очереди 

   X D X  , где  D X  — дисперсия за-

держки пакетов. Если ввести обозначение 
 Tf x  — плотность вероятностей случайной 

величины T  (где T — время ожидания пакета 
в очереди) дисперсию задержки можно опре-
делить согласно выражению: 

      2

0



    TD X x M f x dxX . (1) 

Для учета корреляций рассмотрим подход, 
показанный в [13] для определения двумерных 
плотностей вероятностей с использованием 
копул. При определении времени ожидания 
пакета в очереди и вариации задержки факти-
чески задача сводится к определению  Tf x  – 
функции плотности вероятности для времени 
ожидания в очереди. 

В [2–4] показано, что если учесть предпо-
ложение Линдли [1], заключающееся в том, 
что  1i  -й пакет не будет ждать в очереди 
при выполнении условия, что интервал време-
ни между приходом (i + 1)-го и i -го пакета 
больше, чем время задержки i -го пакета в узле 
сети, то можно записать i i iT X Y  ,  
где iX  — время ожидания i -го пакета в оче-

 
Рис. 1. Корреляционная модель очереди  
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реди и iY  — время его обслуживания. Предпо-
лагая стационарность процесса передачи паке-
тов, опустим индекс i 
  T X Y .  (2) 

В дальнейшем рассмотрим функции плот-
ности вероятностей рассматриваемых случай-
ных величин:  Xf x  — функция плотности 
вероятности для времени между поступления-
ми;  Yf y  — функция плотности вероятности 
для времени обслуживания; 

В рассматриваемом случае при определении 
параметров функционирования необходимо 
учитывать наличие зависимостей между вре-
менными интервалами между пакетами и вре-
менами обработки пакетов. 

Законы распределения случайных величин 
X и Y можно определить, анализируя реализа-
цию случайного процесса.  

Тогда плотность распределения случайной 
величины T запишется в виде 

    ,
0

,T X Yf z f y z y dy


  .  (3) 

Одним из известных подходов по определе-
нию двумерной плотности двух зависимых 
случайных величин является использование 
копул, на основе результатов теоремы Склара 
[14], а методика применения такого подхода 
представлена в [13]. 

Согласно показанному в [14,15] для 
 , ,X Yf x y  получим 

           , , ,X Y X Y X Yf x y c F x F y f x f y , (4) 

где    2 ,
,

C u v
c u v

u v



 

 — плотность (произ-

водная) копулы, для нашего случая   Xu F x ;  

  Yv F y  — функции распределения случай-
ных  величин. 

Анализ имеющихся подходов по примене-
нию копул [13] показал, что наиболее удобной 
для использования в нашем случае являются 
копулы Фарли — Гумбеля — Моргенштерна.  

Копулу Фарли — Гумбеля — Моргенштер-
на [14–18] можно представить в виде: 

      , 1 θ 1 1     
p pC u v uv u v , (5) 

θ  — параметр копулы  θ θ R , R — коэффи-
циент корреляции, p — параметр расширения. 

Следует учесть, что параметр θ  должен 
удовлетворять следующим условиям 

   22 11, θmax p
p


  

, 

p — целое число  2,3p   . 

При 2p   получим, что θ  определяется в 

диапазоне  0,5 θ 0,5   , а выражение для  

 , ,X Yf x y  можно записать в следующем виде  

          , , 1 θ 1 2 1 2     X Y X Yf x y u v f x f y .(6) 

Для анализа рассмотрим поток, случайные 
интервалы времени между пакетами которого 
описываются распределением Вейбулла, а слу-
чайные интервалы времени обработки пакетов 
— гамма распределением. То есть рассматри-
вается система W/Γ/1, где W — распределение 
Вейбулла, Γ — гамма распределение. 

Функция распределения и плотность рас-
пределения Вейбулла имеют вид  

   1  
      

   

bxF x exp
a ,

  (7) 

  
 1

exp
              

       

b bb x xf x
a a a ,

 (8) 

где a  — параметр масштаба; b  — параметр 
формы. 

Функция распределения и плотность гамма 
распределения имеет вид 

    
1 ,

Γ
   
 

yF x k
k n


,
  (9) 

  
 

11
Γ


x

k n
kf x x e

k n ,
 (10) 

где k  — параметр формы; n  — параметр 

масштаба; , yk
n

  
 
 

 — неполная гамма-

функция. 
В рассматриваемом примере распределение 

Вейбулла используется с параметрами: 1a  , 
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2b  . Тогда выражения (7) и (8) можно пред-
ставить в виде 

   2

1   xF x e ,  (11) 

   2

.2  xf x xe   (12) 
Для гамма распределения используются па-

раметры: 2k  , 2n  . Учитывая, что непол-
ную гамма функцию можно будет представить 
в виде    1, , a xa x a a x x e     , то при па-
раметрах 2k  , 2n  , можно записать 

1, 1,2,
2 2 2
y y yM        

   
, где  M   — функция 

Куммера [19]. 
Можно показать [19], что 

 1,2, 2 sh
zeM z z
z

  , поэтому для 1,
2
y

  
 
 

 сле-

дует: 

41, 2  
2 4

yy ye sh
      

    .
 

Тогда выражение (9) и (10) можно записать 
в виде 

   21 1
2

     
 

y yF y e
.
 (13) 

Следует отметить, что параметры распреде-
лений Вейбулла и гамма распределения вы-
браны таким образом, чтобы они имели коэф-
фициент вариации больше единицы, что ха-
рактерно для распределений с «тяжёлыми хво-
стами». 

 
Совместная плотность распределений  
интервалов времени между пакетами  

и интервалов обработки пакетов 
Зная законы распределения зависимых случай-
ных величин X  и Y , учитывая (4) и (5), мож-
но определить совместную плотность распре-
деления данных случайных величин. 

В (6) будем использовать в качестве u  и v  
функции распределений (11) и (13) и плотно-
сти распределений (12) и (14) вместо  Xf x  и 

 Yf y . Тогда можем получить  

     2

, , 1 θ 1 2 1 1     x
X Yf x y e  

 
 2

1
2 22 1 1 2

2 4
 

                   

y yxy ye xe e  

Учитывая, что случайные величины X и Y 
зависимые, их совместную плотность можно 
представить в виде выражения  

 

    
   

     

2

2

,

2

1
2

, 1 θ 1 2 1

1 2 1 1
2

2 .
4






 

     

                  
 

    
 

y
X Y

x y

x yy

f y y x e

x y
e

x y
ye e

 (15) 

Тогда выражение (3) для  Tf x  примет вид 

      2

0

1 θ 1 2 1


     y
Tf x e  

 
   21 2 1 1

2




                   

x y x y
e  

      2
1
22

4
 

 
    

 

x yy x y
ye e dy .  (16) 

Полученная формула для  Tf x  позволяет 
оценить среднее время ожидания пакета в оче-
реди и вариацию задержки пакета в очереди. 
Для записи выражения (16) в замкнутом виде 
необходимо вычислить интеграл 

   22 13

0


  x y yy e dy .  (17) 

Можно показать, что вычисление данного 
интеграла возможно с использованием следу-
ющего выражения [20] 

21

0


    x xx e dx  

 

   
2

22 Γ exp
8 2




  
        

D



 

 
  ,
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при этом требуется определить 
2

D 



 
  
 

 — 

функцию параболического цилиндра.  mD   
можно определить согласно следующему вы-
ражению из [21]  

     
2 2

4 4
1 *

1
2  

!

m z z

m m
dmD z e e erfc z

m dz




 

 
 
 
 

, 

где  
2

*
1

22 z

terfc z exp dt


  
  

 
  — интеграл 

вероятности. 
Используя аппроксимацию функции 
 *erfc z , основанную на неравенстве 

 
2

*
1
2 2

zerfc z exp
 

  
 

, для значения интеграла 

в (17) можно получить  

    2 21 5 4 4 1 2 7 4 4
8 2

x x x x x  
      

  
. 

Среднее значение задержки определяется 
как 

    
0

80 152 θ 


     TE T x f x dx . (18) 

Вариацию задержки можно определить со-
гласно (1) в виде  

     2
 X A E T , (19) 

где  2

0

.


  TA x f x dx  

В итоге выражение для  X  можно запи-
сать в виде  

  212 θ 90 θ 8X      . 
Очевидно, что степень корреляции интерва-

лов времени между пакетами и интервалов об-
работки пакетов в очереди, можно оценить че-
рез параметр копулы  . Коэффициент корре-
ляции Пирсона определяется по формуле: 

        
2 2

XY X Y
XY

σ σ




x y

E E E
R

,
 (20) 

где   1X  Γ 1E a
b

   
 

 — математическое 

ожидание распределения Вейбулла интервалов 
времени между пакетами;  

2 2 2 22 1σ Γ 1 Γ 1x a a
b b

         
   

 — дисперсия 

распределения Вейбулла;  Y  θE k  — мате-
матическое ожидание гамма распределения 
интервалов обработки пакетов в очереди; 

2 2σ  θy k  — дисперсия гамма распределения. 

Математического ожидания двух случай-
ных величин  XYE  можно определить со-
гласно выражению 

     
0 0

XY


 E xyf x f y dxdy
 

     
0 0

θ 1 2


    xyf x f y F x  

 1 2   F y dxdy , 

при этом        
0 0

X Yxyf x f y dxdy E E


 . 

В итоге выражение для  XYR  примет 
окончательный вид 

 XY 0,09 θR   . 

При 2p   получим   0,045 0,045R   , 
Зависимость задержки (формула (18)) и ва-

риации задержки (формула (19)) от параметра 
копулы, следовательно, от коэффициента кор-
реляции, показана на рис. 2 и рис. 3 соответ-
ственно.  

Анализ графиков на рис. 2 и рис. 3 показы-
вает, что задержка и вариация задержки растут 
с увеличением степени корреляции, что говорит 
о том, что степень корреляции имеет сильное 
влияние на параметры качества обслуживания 
трафика в инфокоммуникационных сетях. Этот 
факт следует учитывать при анализе парамет-
ров функционирования реальных систем обра-
ботки трафика.  
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Выводы 
В работе представлены результа-
ты анализа коррелированной 
очереди в системе W/Γ/1 при ис-
пользовании распределений с 
«тяжелыми хвостами». Показано, 
что при наличии зависимостей 
интервалов времени между паке-
тами и временами обработки па-
кетов в очереди, для оценки па-
раметров качества обработки эф-
фективным является подход, ос-
нованный на использовании ко-
пул.  

Для системы W/Γ/1 получена 
зависимость коэффициента кор-
реляции Пирсона и параметр θ  
копулы Фарли — Гумбеля — 
Моргенштерна.  

Получены значения среднего 
времени ожидания пакета в оче-
реди и вариации задержки при 
наличии корреляций между ин-
тервалами времени между паке-
тами и длинами пакетов.  

Приведены зависимости сред-
него времени ожидания пакета в 
очереди и вариации задержки от θ , анализ ко-
торых показывает, что задержка и вариация за-
держки возрастают с увеличением θ , а, следо-
вательно, с увеличением степени корреляции в 
очереди. Полученные результаты указывают на 
необходимость учёта корреляций при анализе 
систем обработки трафика в инфокоммуника-
ционных сетях. 
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EVALUATION OF SERVICE QUALITY PARAMETERS IN W/Γ/1 CORRELATED 
QUEUE SYSTEM  

Marina Anatolyevna Buranova — PhD, Head of the department of the organization of the edu-
cational process, Associate Professor of Information Security Department, in Technical Sciences. 
E-mail: plaffy.cs@gmail.com 
Address: 443010, Russian Federation, Samara, L. Tolstoy Street, 23. 
Abstract: QoS evaluation (Quality of Service), such as delay, packet jitter variation, packet loss probability is 
one of the most pressing tasks in designing and predicting the operation of infocommunication networks. At 
the same time in the furtherance of this goal problems arise concerning features of streams being processed 
in infocommunication networks: difference from the simplest ones, available self-similarity properties, corre-
lations within and between time sequences of maintained packets. That said, most of analytical works on in-
focommunication networks and their operation parameters evaluation are based on the assumption of 
streams’ independence. The article presents a queuing model that enables to consider cross-correlation of 
time intervals between packets and processing intervals of packets in queue. Analysis of correlated queue in 
G/G/1 type system is given based on the above model. Weibulla distribution is regarded as an example of 
randomization of time intervals between packets and gamma distribution as packets’ processing intervals. 
Values were obtained for delay and queue delay variation estimates if time intervals’ correlations are availa-
ble between packets and packets’ processing intervals. Copula theory is used for the task in operation. There 
is analysis given of time intervals’ cross-correlation between packets and packets processing intervals, which 
results in revealing dependence between Pearson correlation coefficient and Farley — Gumbel — Morgen-
stern copula parameter. There is also analysis given of behavior for delay and delay variation depending on 
copula parameter, and, therefore, on degree of correlation in queue. The attained results highlight the need to 
consider correlations in analyzing traffic-processing systems in infocommunication networks. 
Keywords: correlation, copulas, quality of service, delay, delay variation. 
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