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Аннотация: Проведено сравнение оптимального для стационарной ситуации винеровского решения для 
адаптации антенной решётки с модифицированным калмановским фильтром. Показано, что эти фильтры 
приводят к одинаковому решению в стационарных ситуациях, но при нестационарных изменениях толь-
ко модифицированный фильтр Калмана позволяет получать оптимальное решение. Проанализирована 
чувствительность алгоритма линейной калмановской фильтрации к отклонениям параметров модели, на 
основе результатов которой предложен робастный фильтр для реализации алгоритма адаптации антен-
ной решётки.  
Ключевые слова: адаптивная антенна, MATLAB, фильтр Винера, фильтр Калмана, диаграмма направлен-
ности, чувствительность. 

 
В задачах адаптивной обработки сигналов в 
антенных решётках (АР) осуществляется поиск 
оптимального или близкого по тому или иному 
критерию к оптимальному вектора весовых 
коэффициентов (ВВК) АР, однозначно опреде-
ляющего ее диаграмму направленности. При 
использовании критерия максимума отноше-
ния мощности сигнала к суммарной мощности 
помех и шума, оптимальный ВВК находится из 

уравнения Винера-Хопфа [1–4] вида 

 
( 1) ppW R S , (1) 

где  1 2, ,...T
LW w w w  — ВВК АР; L — число 

антенных элементов (АЭ) АР; ( 1)
ppR  —   

(L×L)-мерная корреляционная матрица (КМ) 
помех;  1 2, , ...T

LS s s s  — вектор, характери-
зующий направление прихода (волновой 
фронт) полезного сигнала, который может 
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быть для линейной АР задан следующим обра-
зом: 

 1 2, [ , ,..., ], T
n LS s S S s s s    (2) 

 

2exp{ sin }, iS j
d
 

 
(3) 

где λ — длина волны; d — расстояние между 
АЭ;   — угол прихода сигнала.  

Решение (1)–(3) позволяет найти оптималь-
ное значение ДН АР при известных априорных 
данных — значении матрицы ppR  и угле при-

хода полезного сигнала —  . Результаты ана-
лиза эффективности винеровского решения 
представлены на рис. 1. 

В то же время в реальных условиях функ-
ционирования АР значения Rpp и   могут быть 
априорно неизвестны и оцениваться в процессе 
функционирования. Так, оценка КМ находится 
из выражения 

 1

ˆ ( ) ( )



n

T
N

ppR P n P n , (4) 

где P(n) — L-элементный вектор помех на вы-
ходе АЭ АР в n-й момент времени. При этом 
реальное значение угла прихода полезного 
сигнала может отличаться от заданного  . 
Кроме того, оценка КМ, определённая в соот-
ветствии с (4), может быть вырожденной или 
плохо обусловленной, что затрудняет исполь-
зование винеровского решения на практике  
[2, 5, 6]. Также решения (1)–(4) справедливы 
лишь для стационарных сигнально-помеховых 
ситуаций. 

В нестационарных случаях вместо стацио-
нарного винеровского решения целесообразно 
использовать нестационарные фильтры. К по-
добным в линейном случае относится фильтр 
Калмана, который применяется для адаптации 
АР в гауссовом приближении [7, 8]. При этом 
задачу поиска оптимального ВВК можно 
сформулировать как задачу оценивания ВВК. 
В этом случае модель изменения ВВК можно 
записать в виде следующего стохастического 
дифференциального уравнения (СДУ) состоя-
ния: 

 

( ) ( ) ( ) ( )  w
dW t F t W t V t

dt
, (5) 

где F(t) — известная (LxL)-мерная матрица; 
( )wV t  — L-мерный вектор белых порождаю-

щих шумов. СДУ (5) задает изменение во вре-
мени нестационарного случайного ВВК. Мо-
дель наблюдения для измерения процесса 
можно представить, как  

 ( ) ( ) ( ) ( ) T
zz t X t W t v t , (6) 

где ( )zv t  — белый шум наблюдения, характе-
ризующий погрешности и тепловые шумы;  
X(t) — L-мерный вектор сигналов и помех на 
выходе АЭ АР.  

Представив уравнения состояния и наблю-
дения в форме (5)–(6) и воспользовавшись ме-
тодом калмановской фильтрации в непрерыв-
ном времени [9], получим следующие моди-
фицированные уравнения для оценивания те-
кущего значения ВВК при нестационарной 
сигнально-помеховой ситуации: 

  
ˆ ( ) ˆˆ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ) ( )],   TdW t F t w t K t z t X t W t
dt  

(7) 

 

( )( ) ( ) ,
( )

 W
z

X tK t P t
q t  

(8) 

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )  

 
Tw

w w
dP t

F t P t P t F t
dt  

 ( )
( ( ) ( ) ( ) ( ))

( )
  



T
w w

w t
z

P t X t X t P t
Q

q t
, (9) 

где ˆ ( )W t  — оценка ВВК W(t); 
 ( )K t  — L-мерный векторный коэффициент 
усиления фильтра; ( )zq t  — спектральная 

плотность мощности шума ( )zv t ;  
cov[ ( ), ( )] ( ) ( ) z z zv t v q t t   ; ( )t  — дельта-

функция; ( )wP t  — (L×L)-мерная матрица дис-

персии ошибки; ( )w tQ  — (L×L)-мерная матрица 

спектральной плотности мощности шума ( )wV t  
cov[ ( ), ( )] ( ) ( ) w w wV t V Q t t    

ˆ( ) ( ) ( ) W t W t W t  — ошибка оценивания при 
начальных условиях  

ˆ (0) [ (0)] (0)  wW E W  , 
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var[ (0)] (0),(0)   wwP W P  

, 0
( ) ,   ( ) 1.

0, 0





 
  


t

t t dt
t

   

 Для цифровой реализации перейдем от не-
прерывного к дискретному времени следую-
щим образом. Выбирая интервал дискретиза-
ции t  из теоремы Котельникова вместо  
(5)–(6) получим уравнения состояния и наблю-
дения в виде   

( ) ( ) ( ) ( )
 

 W
W k F k W k V k

t
, 

( 1) ( ) ( ) ( ) ( )      WW k W k tF k W k tV k . 
Тогда 

( 1) [ ( )] ( ) ( )      WW k I tF k W k tV k , 
где I — единичная матрица. 

Окончательно запишем, обозначив 
( )   k I tF k , уравнения состояния и 

наблюдения  

 ( 1) ( ) ( ) ( ),     WW k k W k tV k  (10) 

 ( ) ( ) ( ) ( )  T
Wz k X k W k tV k , (11) 

причём || ( ) || 1k  . 
Тогда модифицированный фильтр Калмана 

(7)–(9) в дискретном времени с учётом уравне-
ний (10)–(11) запишем следующим образом: 

 
ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ( 1)    W k k W k K k  

 ˆ[ ( 1) ( ) ( ) ( )],   Tz k X k k W k  (12) 

 ( ) ( 1) ( )  wK k P k X k  
 ( 1)[ ( ) ( 1) ( ) ( )] ,  w

T
zX k P k X k q k  (13) 

 ( ) ( )[ ( ) ( ) ( 1)    
T

w wP k k I K k X k P k  
 2( ) ( ) T

wk t Q k  (14) 
при начальных условиях, аналогичных непре-
рывному случаю, и    

cov[ ( ), ( )] ( ) ( )z z z kv j v k q j j k  , 

cov[ ( ), ( )] ( ) ( 1)w w w kv j v k Q j j  , 

где ( )k j k  — символ Кронекера, 

1, ,
( )

0, .k

j k
j k

j k



   

 

Для моделирования винеровского и калма-
новского решений были разработаны про-
граммы в среде MATLAB, с помощью которых 
была проанализирована эффективность вычис-
ления ВВК в соответствии с (12)–(14) в срав-
нении, для стационарных случаев, с (1). 

Результаты анализа представлены на рис. 1 
(фильтр Винера) и рис. 2 (фильтр Калмана). Из 
результатов видно, что в стационарных сиг-
нально помеховых ситуациях алгоритмы прак-
тически идентичны друг другу. 

 

 

 

Рис. 1. Фильтр Винера 
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     В реальных ситуациях функционирования 
АР параметры модели (10)–(11) известны при-
ближенно. Проанализируем отклонения пара-
метров моделей от реальных значений и их 
влияние на точность фильтрации (чувстви-
тельность фильтра к отклонению параметров 
модели). Пусть вид моделей сохраняется 
прежним и реальные значения записываются, 
как и ранее, в форме уравнений (10)–(11) с па-
раметрами '(0), (0), ( ), ( )w w w zP Q k q k , а соот-
ветствующие параметры, взятые за основу при 
синтезе фильтров, описываются уравнением 
состояния 
 ( ) ( 1) ( 1) ( 1)      wW k k W k tV k  (15) 
и уравнением наблюдения  
 ( ) ( ) ( ) ( ) T

zz k X k W k v k   (16) 

с параметрами (0), (0), ( ), ( )w w w wP Q k q k . 
Тогда алгоритм фильтрации примет вид: 

ˆ ˆ( ) ( 1) ( 1) ( )    W k k W k K k  
 ˆ[ ( ) ( ) ( 1) ( 1)];Tz k X k k W k    (17) 

 ( ) ( ( ) ( )[ ( ) ( ) T
w wK k P k x k X k P k  

 ( 1) ;( ) ( )]zx k q k    (18) 

( ) ( )[ ( ) ( ) ( )]   T
w wP k k I K k X k Q k  

 2( ) ( ).   wk t Q k  (19) 
Исходя из (10)–(14) и (15)–(19) можно вычис-
лить ошибки фильтрации:  

 ˆ( ) ( ) ( ),W k W k W k   (20) 

 ( ) ( ) ( ).  k k k  (21) 
Получив ошибки в форме (20)–(21) можно 
найти ковариационную матрицу ошибок филь-
трации  

 

2

( ) [ ( ) ( )]{ ( ) ( 1)

( ) ( 1) ( 1) ( )
( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1)

( )}[ ( ) ( )]

( ) ( ) ( ),

T
w w

T T
w

c
T

c
T T

w
T

z

P k I K k X k k P k
k k P k k

k V k k
k V k k

t Q k I K k X k
q k K k K k

    

      

     

     

  



 



(22) 

в которой  
( ) [ ( 1) ( 1)    c cV k k V k

 

2

( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( ) .][ ( ) ( )]

      

    

T
c

T T T
w

k k V k

k t Q k I K k X k
 (23) 

Результаты анализа чувствительности 
фильтра (17)–(19) с учётом (20)–(23) представ-
лены на рис. 3 при отклонениях  из (21), 
рис. 4 — при отклонениях ( )WQ k от ( )WQ k — в 
виде 

( ) ( ) ( ),W W WQ k Q k Q k    

и на рис 5 — при отклонении ( )zq k от ( )zq k
— в виде 

( ) ( )z z zq q k q k   . 
Из рисунков видно, что при отклонениях 

параметров эффективность фильтрации ухуд-
шается, особенно при отклонении в сторону 
уменьшения от реальных значений спектраль-
ных плотностей мощности шумов.  

 

 

 

Рис. 2. Фильтр Калмана 
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На основе полученных результатов можно 
предложить использование робастного филь-
тра Калмана, в котором значения спектральной 
плотности мощности шумов выбираются из 
максимально возможных значений диапазона 
изменения (аналогично, как в [10] при реше-
нии задач обнаружения сигнала и коррекции 
канала в непрерывном времени), а матрицу 

( )F k  в уравнении состояния выбирать еди-
ничной. Тогда матрица ( )k в (11) будет равна 

( ) (1 ) ,   k t I  
а уравнения фильтрации примут вид 

ˆ ˆ( 1) (1 ) ( ) ( 1)
ˆ[ ( 1) (1 ) ( ) ( )],

      

     T

W k t W k K k

z k t X k W k
 

 
Рис. 3. Отклонения  

 
Рис. 4. Отклонения от  
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max ( 1)

( ) ( 1) ( )[ ( ) ( 1)

( ) ( )] ,

   

 
 

T
w w

z

K k P k X k X k P k

X k q k
 

2 max

( ) (1 )[ ( ) ( )

( 1)(1 ) ( ),

    

     




T
w

w w

P k t I K k X k

P k t t Q k
 

где max ( )zq k , max ( )wQ k  — максимальные значе-
ния из диапазона измерения ( )zq k  и ( )wQ k  
соответственно. 

Результаты анализа предложенной модифи-
кации робастного фильтра в задачах адаптации 
АР показывают его достаточно высокую эф-
фективность и скорость сходимости, что даёт 
возможность его использования в нестацио-
нарных сигнально-помеховых ситуациях. 
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Abstract: Comparison of Wiener solution optimal for a steady state situation for adapting antenna array with 
a modified Kalman filter was performed. That said a linear (as per Gaussian approximation) state change 
model of weight factors for antenna array as state and observation equations was obtained for Kalman filter. 
It is made clear that these filters bring about the same solution in steady state situations but only a modified 
Kalman filter enables to get optimal solution in case of nonsteady state changes. At the same time, when solv-
ing practical problems in real-life situations of radio-engineering systems’ operation, the parameters of state 
and observation models for describing weight vector for antenna array are either unknown or known with 
some errors. Therefore, the sensitivity of linear Kalman filtering algorithm was analyzed in regard to devia-
tions of model’s main parameters that most affect the filtering accuracy, namely, state matrix and noise-
power spectral density of state and observation. That said the type of models remains unchanged. It is 
demonstrated that such deviations deteriorate filtering. The filter is particularly sensitive to a priori uncer-
tainty in setting noise-power spectral density in change model of weight vector. Robust filter is proposed for 
implementing an adapting algorithm for the antenna array based on the results of sensitivity analysis. Robust 
filter structure is based on choosing noise-power spectral density proceeding from its maximum values in the 
parametric variation range of weight vector model represented by equations of state and observation. 
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