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Введение 

В информационно-измерительных системах 
различного назначения необходимо контроли-
ровать аппаратуру воспроизведения траекто-
рии движения различных объектов. Это связа-
но с заданием эталонных траекторий для фор-
мирования тестовых сигналов, чтобы провести 
измерения, контроль работоспособности в си-
стеме обработки информации радиолокацион-

ных станций [1–4]. В технологических систе-
мах по эталонным траекториям проверяют ка-
чество изготавливаемых деталей со сложным 
профилем обработки, осуществляют контроль 
точности приводов подач станков с ЧПУ [5]. 
Кроме того, в системах с ЧПУ, робототехниче-
ских комплексах основная задача формообра-
зования сводится именно к формированию 
траекторий движения рабочих органов [6]. В 
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связи с увеличением скоростей движения ре-
жущего инструмента обычные алгоритмы за-
дания линейных траекторий в виде оценочной 
функции [5, 6] и т.д. оказываются малопригод-
ными. Поэтому необходимо обеспечивать 
плавные траектории движения. Такой подход 
возможен при использовании кривых Безье в 
реальном масштабе времени, задаваемых по-
следовательно с наглядным, интуитивным 
представлением сегментов их воспроизведения 
с гибкой постепенной деформацией формы и 
кривизны [7, 8]. 

Целью работы является наглядное форми-
рование траекторий объектов в реальном мас-
штабе времени в трёхмерном пространстве без 
скачков скоростей и ускорений. 

 
Математическая модель геометрической 

формы траектории 
Траекторию движения объекта будем форми-
ровать в виде кусочно-заданной простран-
ственной кривой, состоящей из плавно совме-
щаемых сегментов в виде кривых Безье пре-
имущественно первого и третьего порядков с 
параметрическим представлением кривой по 
каждой из координат [7, 8]: 
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где n – степень кривой; i – порядковый номер 
опорной вершины; Pi – вектор координат i-й 
опорной точки по каждой из координат; 
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 – полином Берн-

штейна степени n; t – безразмерный параметр, 
расположенный в интервале  0;1t . Геомет-
рическая форма каждого сегмента общей тра-
ектории задаётся на основе расположения n 
опорных точек  (   i i i iP x y z   , 0... 1i n  ), 
т.е. опорной ломаной линии с n узлами. Сово-
купность такого набора сегментов позволяет 
описать различные виды траекторий. Положе-

ние и геометрическое представление траекто-
рии движения объекта в пространстве плавно 
комплексируется из последовательно сопряга-
емых сегментов. В соответствии с (1) произво-
дится расчёт параметрических уравнений дви-
жения в каждом сегменте по трём координатам 

( )x t , ( )y t , ( )z t  в функции параметра  0;1t  
и определяются минимальные значения радиу-
сов кривизны траекторий, геометрическая тра-
ектория представляется непосредственно в си-
стеме координат объекта, например, зоны от-
ветственности РЛС, рабочей зоны робота. 

Смежные точки стыка на сопрягаемых сег-
ментах необходимо выбирать так, чтобы полу-
чить в целом гладкую и гибкую простран-
ственную траекторию, управляемую точками 
Pi, положение объекта на каждом сегменте ко-
торой определяется своим параметром 

 0;1t , так и в последующем в реальном те-
кущем масштабе времени tp.  

Рассмотрим пример построения гипотети-
ческой траектории движения объекта в трёх-
мерном пространстве. Координаты опорных 
точек траектории приведены в таблице 1. 

По приведённым координатам строятся две 
кривые второго и третьего порядка (1). Кривая 
второго порядка строится по первым трём точ-
кам с координатами (0; 0; 0), (2; 2; 4),  
(5; –0,5; 2) и описывается следующими выра-
жениями:  

2
1 ( ) 4x t t t  , 

2
1 ( ) 4, 5 4y t t t   , 

2
1 ( ) 6 8z t t t   . 

Кривая третьего порядка строится по четы-
рём точкам с координатами (5; –0,5; 2),  
(8; –3; 0), (11; –1; –2), (12; 1; –1), причём точка 
с координатами (5; –0,5; 2) является общей и 
лежит на одной прямой с точками (2; 2; 4) и 
(8; –3; 0). Кривая третьего порядка описывает-
ся следующими выражениями: 

3
2 ( ) 2 9 5x t t t    , 

3 2
2 ( ) 4, 5 13,5 7,5 0,5y t t t t     , 

3
2 ( ) 3 6 2z t t t   . 

Таблица 1. Опорные точки траектории 
X 0 2 5 8 11 12 
Y 0 2 -0.5 -3 -1 1 
Z 0 4 2 0 -2 -1 
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Переход объекта с прямолинейной на кри-
волинейную траекторию и обратно не должен 
сопровождаться скачком центростремительной 
силы:  

 
2

ц k цF mV R ma mgn   , (2) 

где kR  – радиус кривизны; V – линейная ско-
рость по кривой; gnц – перегрузка (g = 9,8 м/с2 
– ускорение свободного падения, nц – числовой 
коэффициент). Если известны допустимая пе-
регрузка и линейная скорость объекта при его 
движении по криволинейной траектории, то 
можно рассчитать минимальный радиус кри-
визны дуги [9]:  

 
2

min max( )k цR V gn . (3) 

Так, при скорости самолёта V = 1000 м/с  
и максимальной переносимой пилотом  
перегрузке gnцmax = 8g в соответствии с (3) 

min 12,74kR   км. Если minkR  будет меньше, то 
необходимо менять опорные точки сопрягае-
мых сегментов траектории в (1), чтобы обеспе-
чить более плавный переход или вводить кри-
вые 4-й степени. Следует предусмотреть и за-
пас на величину допустимого линейного уско-
рения, которое векторно суммируется с тан-
генциальным. При переходе с одной кривой 
Безье на другую плавное изменение радиуса 
кривизны обеспечивается при непрерывности 
первой и второй производных сопрягаемых 
кривых.  

Минимальный радиус кривизны дуги рас-
считывается по выражению: 

         
     

32 2 2

2 2 2

' ' '

( ) ( ) ( )

x t y t z t
R

a t b t c t




  , 

где ( ) '( ) ''( ) ''( ) '( )a t y t z t y t z t  ; ( ) '( ) ''( )b t z t x t   
''( ) '( )z t x t ; ( ) '( ) ''( ) ''( ) '( )с t x t y t x t y t  . 
Для кривых, построенных по опорным точ-

кам таблицы 1, радиус кривизны имеет зависи-
мость от параметра t, представленную на рис. 1. 

Для графика, представленного на рис.1 а) 
минимальный радиус кривизны составляет 
1,907. Для графика, представленного на  
рис. 1 б) минимальный радиус кривизны со-
ставляет 2,512. По полученным выражениям 
построена траектория, представленная  
на рис. 2. 
 

Воспроизведение траекторий  
в реальном времени 

Текущее реальное время представим в виде 
решётчатой функции tр = kTт с дискретом Tт и 
начальным значением Tнач = 0. Реальное время 
tр и параметр t связывает пройденный в каж-
дом сегменте путь S. Поэтому он является свя-
зующим для определения параметра t, под-
ставляемого в параметрические уравнения (1) 
для воспроизведения текущих значений коор-
динат траектории в соответствии с (2).  
Путь, пройденный по параметрически задан-
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а) второй порядок 

  
б) третий порядок 

Рис. 1. График для определения минимального радиуса кривизны кривой 
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ной кривой в пространстве (рис. 2), определя-
ется формулой: 

 

1
2 2 2

0

( ) ( ( ) ( ) ( )S t x t y t z t dt     . (4) 

Из текущих, точных значений численного 
интегрирования выражения (4) для определе-
ния пути Smax, воспроизводится «эталонный» 
полином Ньютона для обратной функции 
t = gэт(S(t)) с равномерным расположением уз-
лов интерполяции (причём аргумент и функ-
ция меняются местами), выбирается примерно 
5–8 дискретных значений функции ti и соот-
ветствующие им значения аргумента Si (узлов 
интерполяции полинома). С помощью поли-
нома Ньютона 5–8 степени воспроизводится 
«эталонная» монотонно нарастающая функция 
t = gэт(S) с приведённой относительной по-
грешностью порядка долей процента с после-
дующей аппроксимацией её фактически поли-
номом наилучшего приближения Чебышева 
g(S)   gЭТ(S) более низкой степени. В полино-
ме для исключения скачков пути для границ 
интервалов (сегментов траектории) задаются 
значения: (t0 = 0, S0 = 0); tмах = 1, S = Sмах). Вы-
числяются и оцениваются максимальные 
gЭТ(S) – g(S) и приведённые значения погреш-
ностей. Для последней значения не должны 

превышать (1–2)%. Такой подход 
упрощает расчёты уравнений. 

При движении с постоянной ско-
ростью для первого сегмента траек-
тории примем начальное значение 
реального времени tp – Тнач = 0. При 
воспроизведении сегмента траекто-
рии в виде отрезка прямой с равно-
мерным движением зависимость пути 
как от параметра t, так и от времени tp 
будет линейной. И при подстановке в 
параметрические уравнения воспро-
изведения траектории текущих зна-
чений t при равномерном движении 
по отрезку прямой необходимо для 
первого сегмента использовать выра-
жение t = tр /tмах, где реальное время 

прохождения сегмента tмах = Sмах/V. При равно-
мерном движении по кубической кривой для 
текущих значений tр на первом сегменте опре-
деляются значения пути S = Vtр. В последую-
щих сегментах из реального времени должно 
вычитаться время, затраченное на прохожде-
ние предыдущих сегментов. По текущим зна-
чениям S определяются в соответствии с ап-
проксимирующим полиномом обратные зна-
чения функции t(S) и параметра t. После чего 
по параметрическим уравнениям вычисляются 
текущие значения прямоугольных координат 
траектории. 

Для исключения скачков скорости и уско-
рения линейная скорость и ускорение в начале 
следующего сегмента движения должны быть 
равны скорости и ускорению в конце предше-
ствующего сегмента. Текущее значение пути 
при равноускоренном движении по заданному 
отрезку прямой или кривой можно определить 
в соответствии с формулой S = Vtр + atр

2/2. По-
сле чего по аргументу – текущему пути S – с 
помощью полинома, аппроксимирующего об-
ратную функцию t(S), как и ранее определяется 
параметр t. При более сложных заданиях 
функции V(tр) путь на сегменте вычисляется 

интегралом 
0

( )
t

рS V t dt  . 

 
y1 z1 ) x2 y2 z2( )  

Рис. 2. Результирующая траектория движения объекта 



 
Радиотехнические и телекоммуникационные системы, 2019, №4          ISSN 2221-2574 
 

 
16 

При комплексировании, стыковке отдель-
ных сегментов траектории, форму сегмента, 
его длину – максимальное значение пути Sмах 
по сегменту – можно определять и варьировать 
при задании геометрической формы кривой. 
При назначенном значении начальной скоро-
сти величину ускорения, например, при равно-
ускоренном движении можно изменять так, 
чтобы получить заданное время прохождения 
сегмента траектории. 

Итак, в соответствии с параметрическими 
уравнениями каждого сегмента в функции па-
раметра t вычисляется путь Sмах, пройденный 
по параметрически заданной кубической кри-
вой в функции S(t), воспроизводится обратная 
функция t(S) с последующей аппроксимацией 
её полиномом наилучшего приближения g(t). 
По заданному закону воспроизведения скоро-
сти на заданном сегменте определяются теку-
щее значение пройденного пути S(tр1) в функ-
ции текущего временного интервала tр1 от 
начала сегмента и времени движения по сег-
менту, время прохождения сегмента. По об-
щему, связывающему параметру текущего пу-
ти S на сегменте осуществляется переход от 
времени tр1 к параметру t с последующей под-
становкой его в параметрические уравнения 
вычисления прямоугольных координат. 

После проведения предварительных расчё-
тов имеем отдельные сегменты, для начала и 
концов которых заданы абсолютные началь-
ные и конечные значения прямоугольных ко-
ординат, привязанные к системе координат 
объекта. Произведена привязка начала и конца 
формирования каждого сегмента траектории к 
реальному значению текущего временного ин-
тервала, формируемого таймером реального 
времени. Для каждого сегмента получены: 
время воспроизведения его начала и время за-
вершения, уравнения зависимости длины пути 
в сегменте от начала сегмента в функции отно-
сительного реального времени от начала вре-
менного интервала формирования сегмента, 
аппроксимирующие полиномы для воспроиз-
ведения зависимостей нормированного време-
ни t(S) в каждом сегменте, параметрические 

уравнения воспроизведения координат в функ-
ции нормированного времени в каждом сег-
менте. Предварительные действия оператора, 
направленные на проектирование модели дви-
жения и подготовительные расчёты обеспечи-
вают в общем временном интервале формиро-
вание траектории движения, определяют мо-
менты времени начала, продолжительности и 
окончания движения объекта по каждому сег-
менту. Это позволяет идентифицировать 
именно тот сегмент, по которому перемещает-
ся объект в момент времени tр воспроизведе-
ния каждой траектории с присвоением ему по-
рядкового номера. К каждому порядковому 
номеру сегмента привязывается его тип 
и таблица уравнений движения на заданном 
сегменте [10, 11]. 

Рассчитанные функциональные зависимо-
сти, уравнения движения, заносятся в память, 
например, рабочего места инструктора-
оператора. После чего они в момент начала 
тренировки с воспроизведением траекторий 
движения на экране системы отображения ин-
формации передаются в блок расчёта коорди-
нат в соответствии с заданными геометриче-
скими и кинематическими параметрами траек-
тории. С начала формирования траектории 
блок вычисления координат определяет время 
начала работы на очередном сегменте, теку-
щие прямоугольные координаты в пределах 
сегмента, фиксирует время перехода к следу-
ющему сегменту [10, 11]. 

Конечной целью при задании траектории 
движения, проводимого при этом математиче-
ского моделирования, является создание в не-
критичном масштабе времени простых вычис-
лительных алгоритмов с высокими точност-
ными характеристиками для последующей ре-
ализации их в критическом реальном масштабе 
времени воспроизведения траектории с мини-
мальным числом вычислительных операций и 
обращений к памяти.  

 
Заключение 

Разработан метод наглядного, интуитивного 
формирования траекторий воздушных объек-
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тов из плавно сопрягаемых сегментов в систе-
ме координат зоны обзора РЛС. Обеспечен 
контроль перегрузок. В производственных си-
стемах при формообразовании обрабатывае-
мых деталей геометрическая форма траектории 
движения рабочего органа привязывается к 
системе координат робототехнического ком-
плекса или станка с числовым программным 
управлением, а скоростной режим движения 
определяется их динамическими характери-
стиками. 

Работа выполнена при поддержке гранта 
РФФИ № 18-37-00077 и конкурса инновацион-
ных проектов Владимирской области  
«УМНИК-2018». 
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Abstract: Reproduction equipment of travel paths for various objects should be under control in information 
and measurement systems of different purpose. This is due to setting reference travel paths for generating 
test signals to make measurements, to monitor performance in radar data processing system. The quality of 
odd-shaped workpieces, feed drive accuracy of CNC machines are monitored through reference travel paths 
in technological systems. Besides the primary task of form making comes down exactly to generating end-
effector travel paths in CNC and robotic system. Standard algorithms for setting linear paths as an evaluation 
function and etc. are of little use due to increasing speeds of cutting tool movement. Therefore, it is necessary 
to ensure smooth travel paths. The aim of the research paper is to visualize object path generation in real 
time and in three-dimensional space without speed jumps and accelerations. Object travel path was formed 
as a piecewise-defined space curve composed of smoothly adjustable segments as Bezier curves of the first 
and third order with parameter representation of curve for each of the coordinates. Junction adjacent points 
in mating segments were selected to obtain generally smooth and flexible space path controlled by reference 
points and object location in each segment of which is defined by its time parameter. The research paper 
gives an example of constructing a hypothetical travel path of object in three-dimensional space. The research 
paper presents developed method of visual, intuitive travel path generation of aerial objects via smoothly 
mating segments in coordinate system of radar coverage area. Overload control is ensured. When making 
form of machined workpieces in production systems, geometric shape of end-effector travel paths is aligned 
to coordinate system of robotic package or computer numerical control machine, and movement speed rate is 
defined by their dynamic properties. 
Keywords: travel path control, Bezier curve, overloads, curve radius of curvature, parametric equations, coor-
dinate systems. 
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