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В работе проведен подробный анализ трех оптимальных методов синтеза КИХ-фильтров: метод 
разложения в ряд Фурье аппроксимирующей функции, метода наименьших квадратов и метод 
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Введение 

Методы цифровой обработки сигналов 

(ЦОС) в настоящее время составляют значи-

тельную часть необходимых профессиональ-

ных навыков специалиста по обработке сиг-

налов. Направлений ЦОС в связи с повсе-

местным их применением огромное количе-

ство, ежегодно появляются новые подходы к 

обработке сигналов, которые внедряются в 

практику, ряд существующих из них стали 

уже классическими [1–5].  

Системе ЦОС выполняют заданные 

арифметические и функциональные преобра-

зования отсчетов входного цифрового сигна-

лом x(n), представляющие собой двоичные 

числа заданной разрядности. Сама система 

ЦОС может быть реализована в виде процес-

сора ЦОС, c использованием жесткой логи-

ки, при помощи программируемых логиче-

ских интегральных схем (ПЛИС), либо напи-

сана на том или ином языке программирова-

ния [6-7]. 

Значительную часть методов ЦОС зани-

мают цифровые фильтры. Их принято делить 

на фильтры с конечной импульсной характе-

ристикой (КИХ) и бесконечной импульсной 

характеристикой (БИХ). Эти фильтры прин-

ципиально отличаются друг от друга, как 

характеристикам, так и по методам синтеза и 

представляют собой два разных направления 

цифровой фильтрации, решающие одну за-

дачу получения цифрового сигнала с задан-

ными частотными характеристиками. 

КИХ -фильтры не рекурсивные и ограни-

чены счетным количеством коэффициентов 

N, которые формируют его импульсную ха-

рактеристику h(n). На рис. 1 приведена 

структурная схема КИХ-фильтра, которая 

содержит N умножителей, сумматоров и ли-

ний задержки. 

 
Выходной сигнал КИХ-фильтра является 

результатом свертки задержанных входных 

отсчетов и отсчетов импульсной характери-

стики и определяется следующим выражени-

ем  

𝑦(𝑛) = ∑ ℎ(𝑘)𝑥(𝑛 − 𝑘)

𝑁−1

𝑘=0

.             (1) 

Задача синтеза КИХ-фильтра состоит в 

получении импульсной характеристики 

фильтра. Для этого используют различные 

методы и подходы, часть из них можно найти 

в [1–5]. Среди существующих методов выде-

ляют группу оптимальных, которые при по-

лучении импульсной характеристики филь-

тра минимизируют некоторый критерий оп-

тимальности. В качестве критериев в основ-

ном используют среднеквадратический  

𝜀 = ∫ 𝑊(𝑓) |𝐻и(𝑓) − |�̇�р(𝑓, 𝒄)||
2
→ min

0,5

0

, (2) 

 
Рис. 1. – Структурная схема КИХ-фильтра 
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или наилучший равномерный (чебышевский) 

критерий вида 

𝜀 = max
0≤𝑓≤0,5

𝑊(𝑓) |𝐻и(𝑓) − |�̇�р(𝑓, 𝒄)|| → min. (3) 

В этих соотношениях |�̇�р(𝑓, 𝒄)| требуемая 

частотная характеристика фильтра; 𝑓 – нор-

мированная частота, 𝒄 – вектор коэффициен-

тов аппроксимирующей функции, который 

связан простым соотношением с вектором 

коэффициентов фильтра b; 𝐻и(𝑓) – аппрок-

симируемая функция; 𝑊(𝑓) – весовая функ-

ция аппроксимации, которая определяет тре-

бования к точности аппроксимации на раз-

личных частотных участках. В качестве ме-

тодов, реализующих первый критерий чаще 

всего, рассматривают метод разложения в 

ряд Фурье аппроксимируемой функции и 

метод наименьших квадратов, а второй кри-

терий реализуется, пожалуй, самым попу-

лярным алгоритмом Ремеза. 

Целью работы является сравнение трех 

оптимальных методов получения коэффици-

ентов импульсной характеристики КИХ-

фильтра. 

 

1. Этапы синтеза КИХ-фильтра 

Синтез импульсной характеристики ЦФ у 

всех рассматриваемых подходов одинаковый 

и осуществляется на нескольких этапах.  

На первом этапе формулируется задача 

аппроксимации желаемой частотной харак-

теристики фильтра при помощи некоторой 

функции, при этом решаются следующие 

вопросы: 

1. Принимается решение, какой тип филь-

тра будет синтезирован – это может быть 

один из четырех видов фильтров с линейной 

ФЧХ или минимально-фазовый фильтр [3–5]; 

2. Выбирается аппроксимирующая функ-

ция, которая определяет требуемую частот-

ную характеристику фильтра |�̇�р(𝑓, 𝒄)|; 

3. Каким-либо методом рассчитывается 

аппроксимируемая функция  𝐻и(𝑓); 

4. Выбирается критерий аппроксимации, 

т.е. уточняется смысл приближенного равен-

ства  

|�̇�р(𝑓, 𝒄)| ≈ 𝐻и(𝑓)              (4) 

при заданных значениях 𝑓. 

5. Задается весовая функция аппроксима-

ции 𝑊(𝑓). 

На этом этапе проектирования фильтра 

формулируется математическая задача вы-

числения вектора коэффициентов аппрокси-

мирующей функции с по заданным требова-

ниям к характеристикам фильтра. 

На втором этапе решается задача аппрок-

симации – рассчитывается вектор коэффици-

ентов фильтра b, который включает в себя 

следующие шаги: 

1. Рассчитывается необходимый порядок 

фильтра N; 

2. Рассчитывается вектор коэффициентов 

с функции |�̇�р(𝑓, 𝒄)|; 

3. Проверяется критерий (4) обеспечения 

необходимой точности аппроксимации; 

Если выбранный критерий выполняется, 

то рассчитывается на основе вектора с вектор 

коэффициентов фильтра b и на этом синтез 

фильтра заканчивается. В противном случае 

порядок фильтра увеличивается, и шаги 2 и 3 

выполняются снова до тех пор, пока крите-

рий не будет выполнен, либо вынесено ре-

шение, что при таких условиях синтезиро-

вать фильтр невозможно. 

Результатом этого этапа является вектор 

коэффициентов фильтра b.  

На третьем этапе проводится анализ ха-

рактеристик фильтра при ограничении раз-

рядности коэффициентов фильтра и отсчетов 

входного и выходного сигнала. Если харак-

теристики фильтра в этом случае будут не-

удовлетворительные, то опять возвращаются 

на второй или даже первый этап проектиро-

вания. 

И, наконец, на четвертом этапе проекти-

рования фильтра рассматриваются вопросы 

практической реализуемости фильтра при 

помощи имеющейся элементной базы или в 

заданной программной среде.  

Из всего вышеизложенного следует, что 

оптимальные методы проектирование ЦФ 

представляют собой итерационный процесс, 

требующий от проектировщика больших 

временных затрат и большого объема знаний 

не только в области алгоритмов и методов 

ЦОС, но и владения навыками цифровой 
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схемотехники и программирования для до-

стижения поставленной цели. 

Теперь рассмотрим три оптимальных ме-

тода построения КИХ-фильтра. 

 

2. Метод разложения в ряд Фурье аппрок-

симируемой функции 

Этот метод разложения в ряд Фурье аппрок-

симируемой функции может использоваться 

для нахождения коэффициентов всех четы-

рех типов КИХ-фильтров с линейной фазо-

вой характеристикой и минимально-фазовых 

фильтров [3]. Несомненным его достоин-

ством является то, что коэффициенты филь-

тра получаются из аналитических выраже-

ний, в отличии от двух других методов. 

В этом методе аппроксимирующая функ-

ция задается выражением 

|�̇�р(𝑓, 𝒄)| =∑𝑐𝑖𝜑𝑖(𝑓)

𝐾

𝑖=0

,           (5) 

где 𝑐𝑖 – вещественные числа; 𝜑𝑖(𝑓) =

cos 𝑖2𝜋𝑓 – выбранная система ортогональных 

функций. Тогда неизвестные коэффициенты 

с рассчитываются по формуле 

𝑐𝑖 = 𝐷∫ 𝐻и(𝑓)𝜑𝑖(𝑓)

0,5

0

𝑑𝑓,          (6) 

где D=2 при i=0 и D=4 при i>0. Для исклю-

чения явления Гиббса функция 𝐻и(𝑓) должна 

быть непрерывна, то есть не иметь точек раз-

рыва при всех значениях 𝑓 ∈ [0; 0,5].  

Рассмотрим в качестве примера построе-

ние методом разложения в ряд Фурье ап-

проксимируемой функции КИХ-фильтра, 

обладающего следующими характеристика-

ми: 

• граничная частота полосы пропускания 

– 1 кГц; 

• граничная частота полосы затухания – 3 

кГц; 

• частота дискретизации – 8 кГц; 

• неравномерность в полосе пропускания 

п < 0,5 дБ; 

• затухание в полосе задержания з  50 

дБ. 

Будем синтезировать КИХ-фильтр типа 1, 

у которого количество коэффициентов N – 

нечетное; коэффициенты симметричные 𝑏𝑖 =

𝑏𝑁−𝑖−1; 𝐾 =
𝑁−1

2
, а коэффициенты аппрокси-

мирующей функции 𝑐𝑖 связаны с коэффици-

ентами КИХ-фильтра 𝑏𝑖 соотношениями  

𝑐0 = 𝑏𝐾 , 𝑐𝑖 = 2𝑏𝐾−𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝐾 

или 

𝑏𝐾 = 𝑐0, 𝑏𝑖 =
𝑐𝐾−𝑖

2
, 𝑖 = 0,1, … , 𝐾 − 1. 

Зададимся количеством коэффициентов 

ЦФ N=11. Доопределим аппроксимируемую 

функцию в промежуточной полосе прямой 

линией, что бы не было точек разрыва, тогда 

желаемая частотная характеристика фильтра 

𝐻и(𝑓) определяется выражением 

𝐻и(𝑓) =

{
 

 
1 при 0 ≤ 𝑓 < 𝑓гп;

𝑓гз − 𝑓

𝑓гз − 𝑓гп
 при 𝑓гп ≤ 𝑓 < 𝑓гз;

0 при 𝑓гз ≤ 𝑓 < 0,5.

   (7) 

По соотношению (6) рассчитываем коэф-

фициенты 𝑐𝑖 аппроксимирующей функции, а 

по соотношению (5) саму функцию. На рис.2 

приведены две кривые- сплошная кривая со-

ответствует идеальной частотной характери-

стики (7), а пунктирная функции (5). Из 

сравнения кривых видно, что рассчитанная 

кривая достаточно точно аппроксимирует 

заданную кривую. 

На рис. 3 приведен график ошибок ап-

проксимации, из него видно, что при N=11 

максимальные ошибки не превосходят вели-

чину 0,033, которые наблюдаются на гранич-

ных частотах полосы пропускания и задер-

жания. 

 

 

 
Рис. 2. – Графики аппроксимируемой и ап-

проксимирующей функции 
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На рис. 4 приведена амплитудно-

частотная характеристика (АЧХ) синтезиро-

ванного КИХ-фильтра. Из рисунка видно, 

что полученная частотная характеристика 

соответствует ФНЧ с заданными граничными 

частотами полосы пропускания и задержа-

ния. При этом подавление в полосе задержа-

ния составляет более 30 дБ, а неравномер-

ность частотной характеристики в полосе 

пропускания составляет 0,264 дБ, что видно 

из рис. 5 а) на котором показана часть ча-

стотной характеристики фильтра в полосе 

пропускания. 

Из рис. 4 видно, что величина затухания в 

полосе задержания синтезированного филь-

тра не обеспечивает требуемого значения в –

50 дБ. поэтому в соответствии с алгоритмом 

синтеза увеличиваем количество коэффици-

ентов фильтра до N=19. На рис. 6 показана 

результирующая АЧХ на рис. 5 б) частотная 

характеристика в полосе пропускания. 

 

 

 
Из сравнения рис. 4 и рис.6 видно, что 

фильтр обеспечивает фильтрацию частотных 

составляющих сигнала в пределах граничных 

частот, при этом величина затухания в поло-

се подавления увеличилась до 35 дБ. 

Из сравнения кривых рис. 5 а) и 5 б) вид-

но, что при увеличении порядка фильтра не-

равномерность в полосе пропускания 

уменьшилась с 0,264 дБ до 0,031 дБ. При 

этом увеличивается количество периодов 

колебаний частотной характеристики в поло-

се пропускания. 

Как показали результаты экспериментов 

величина максимальных ошибок аппрокси-

мации уменьшилась до 0,02 при увеличении 

порядка фильтра до 19. 

 

3. Метод наименьших квадратов 

Поиск коэффициентов аппроксимирующей 

функции с применением метода наименьших 

квадратов основан на минимизации функции 

 
Рис. 3. – График ошибок аппроксимации 

 
Рис. 4. – АЧХ фильтра при N=11 

 
а) N = 11  б) N = 19 

Рис. 5. – Графики изменения АЧХ КИХ-

фильтра в полосе пропускания  

 
Рис. 6. – АЧХ фильтра при N=19 
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(2). Для нахождения ее минимума нужно эту 

функцию продифференцировать по всем не-

известным коэффициента 𝑐𝑚 и результат 

приравнять к нулю, т.е. получить уравнения 

вида 

𝜕𝜀(𝒄)

𝜕𝑐𝑚
= 0, 

что приводит к системе линейных уравнений   

∑𝑑𝑚,𝑖𝑐𝑖

𝐾

𝑖=0

= 𝑑𝑚,𝐾+1,                  (8) 

где  

𝑑𝑚,𝑖 = ∫ 𝑊(𝑓)𝜑𝑚(𝑓)

0,5

0

𝜑𝑖(𝑓)𝑑𝑓, 

𝑑𝑚,𝐾+1 = ∫ 𝑊(𝑓)𝐻и(𝑓)𝜑𝑚(𝑓)

0,5

0

𝑑𝑓, 

𝜑𝑖(𝑓) = cos 𝑖2𝜋𝑓. 

Данный метод позволяет сформировать 

сложную целевую функцию, которая может 

учитывать дополнительные ограничения на 

коэффициенты фильтра. Увеличение значе-

ний весовой функции в полосе пропускания 

или затухания приводит к повышению точ-

ности аппроксимации идеальной частотной 

характеристики на соответствующем участке 

спектра [3]. 

Рассмотрим проектирование КИХ-

фильтра с характеристиками, приведенными 

в п. 2. Зададим порядок фильтра N = 11, при 

этом 𝐾 = 5, значит количество уравнений в 

системе (8) так же составит 5. Для весовой 

функции [3] 

𝑊(𝑓) = {

1, 0 ≤ 𝑓 ≤ 𝑓гп;
0, 𝑓гп < 𝑓 < 𝑓гз;
10, 𝑓гз ≤ 𝑓 < 0,5

          (9) 

Нашли коэффициенты 𝑑𝑚,𝑖 и 𝑑𝑚,𝐾+1 и реши-

ли систему уравнений (8) относительно ко-

эффициентов аппроксимируемой функции 𝑐𝑖. 

АЧХ синтезированного фильтра показана на 

рис. 7. 

Сравнивая графики АЧХ рис. 4 и рис. 7 

видим, что подавление частотных составля-

ющих сигнала у фильтра, синтезированного 

методом наименьших квадратов возросло до 

49 дБ. При увеличении количества коэффи-

циентов фильтра до 19 подавление увеличи-

вается до 80 дБ.  

 
На рис. 8а) и б) приведены графики изме-

нения АЧХ фильтра в полосе пропускания 

при N = 11 и N = 19 соответственно. Из ри-

сунка видно, что при N = 11 неравномерность 

в полосе пропускания не превосходит 0,06 

дБ, что более чем в 4 раза меньше неравно-

мерности фильтра, полученного методом 

разложения в ряд Фурье при том же значении 

N. При увеличении порядка фильтра до 19 

значение неравномерности снижается до 

0,001875 дБ. 

 
Следует отметить, что увеличение значе-

ний весовой функции в полосе пропускания 

или затухания приводит к повышению точ-

ности аппроксимации идеальной частотной 

характеристики на соответствующем участке 

спектра. 

Полученные результаты позволяют сде-

лать вывод, что погрешность аппроксимации 

идеальной частотной характеристики у мето-

 
Рис. 7. – АЧХ фильтра при N=11 

 
а) N = 11  б) N = 19 

Рис. 8. – Графики изменения АЧХ КИХ-

фильтра в полосе пропускания  
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да наименьших квадратов существенно 

меньше, чем у метода разложения в ряд 

Фурье аппроксимируемой функции. Этот 

метод позволяет получить большее затухание 

в полосе задержания и меньшее значение не-

равномерности частотной характеристики в 

полосе пропускания при одинаковом количе-

стве коэффициентов фильтра по сравнению с 

первым методом. 

 

4. Алгоритм Ремеза 

В этом методе синтеза, как и в двух преды-

дущих случаях, аппроксимирующей функци-

ей является функция (5), в которой 𝜑𝑖(𝑓) =

cos 𝑖2𝜋𝑓 или 𝜑𝑖(𝑓) = 𝑓
𝑖 , тогда функцией 

наилучшего приближения будет такая 

|�̇�р(𝑓, 𝒄)| со значениями коэффициентов 𝑐𝑖, 

которые соответствуют минимальному зна-

чению критерия (3). Из обобщенной теоремы 

Чебышева следует, что функция |�̇�р(𝑓, 𝒄)| 

является функцией наилучшего равномерно-

го приближения к функции 𝐻и(𝑓) с весовой 

функцией 𝑊(𝑓). Для выполнения этого 

условия необходимо, чтобы функция (3) 

принимала наибольшие, равные друг другу 

по абсолютной величине значения ∆𝑚𝑎𝑥  и 

чередующиеся по знаку в K+2 последова-

тельно расположенных точках (точках альте-

ранса) 𝑓1, 𝑓2 , … , 𝑓𝐾+2 на интервале [0; 0,5]. 

Когда это условие будет выполнено, то ре-

зультат синтеза достигнут. 

Алгоритм Ремеза достаточно громоздкий 

в целях экономии здесь не приводится, у чи-

тателей не возникнет сложностей найти его 

описание в известной литературе, в частно-

сти в [1–5]. 

Необходимое для достижения заданных 

величин неравномерности и затухания для 

граничных частот полосы пропускания и за-

тухания количество отсчетов импульсной 

характеристики вычисляется по эмпириче-

ской формуле [5]. Для нашего случая он 

должен быть больше 5, но мы выбрали вели-

чину, как и в двух предыдущих случаях N = 

11.  

После проведения всех необходимых вы-

числений в результате была рассчитана им-

пульсная характеристика фильтра. На рис. 9 

приведена ее АЧХ. 

 
Из рис.9 видно, что величина подавления 

в полосе задержания составляет более 50 дБ, 

что и требовалось по заданию. 

На рис.10 приведен график АЧХ синтези-

рованного по алгоритму Ремеза фильтра в 

полосе пропускания. Из рис. 10 видно, что 

неравномерность в полосе пропускания не 

превосходит значение 0,031 дБ, что так же 

превосходит требования задания. 

 

Заключение 

Следует отметить, что рассмотренные опти-

мальные методы можно использовать для 

синтеза КИХ-фильтров 2, 3 и 4 типов, а так 

же минимально-фазовых фильтров. Кроме 

этого, методика синтеза принципиально не 

изменится, если необходимо построить ФНЧ, 

полосовой или режекторный фильтры. 

Исследование оптимальных методов син-

теза выявило следующие свойства рассмат-

риваемых методов: 

1. Метод разложения в ряд Фурье аппрок-

симирующей функции имеет следующие до-

стоинства: 

- он является самым простым из рассмат-

риваемых методов и для его реализации тре-

буется меньший объем вычислений; 

- при увеличении количества коэффици-

ентов фильтра необходимо найти значения 

недостающих коэффициентов, рассчитанные 

до этого коэффициенты не изменяются; 

 
Рис. 9. – АЧХ фильтра при N=11 
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- это единственный из рассмотренных оп-

тимальный метод, коэффициенты фильтра в 

котором вычисляются аналитически.  

 
Основным недостатком метода является 

низкая из всех рассмотренных методов точ-

ность аппроксимации частотной характери-

стики. Поэтому его целесообразно применять 

при построении фильтром с большим коли-

чеством коэффициентов, когда другие мето-

ды синтеза встречают существенные вычис-

лительные сложности.  

2. Метод наименьших квадратов позволя-

ет сформировать сложную целевую функ-

цию, которая может учитывать дополнитель-

ные ограничения на коэффициенты фильтра. 

Точность аппроксимации метода наимень-

ших квадратов существенно лучше метода 

разложения аппроксимирующей функции в 

ряд Фурье. Основным недостатком метода 

является возрастание объема вычислений 

при увеличении количества коэффициентов 

фильтра.  

3. Алгоритм Ремеза, реализующий крите-

рий равномерной чебышевской аппроксима-

ции в отличии от двух других методов поз-

воляет предварительно рассчитать порядок 

фильтра и в результате синтеза получить 

требуемые частотные характеристики филь-

тра. Существенным недостатком метода яв-

ляется итерационная процедура получения 

желаемой частотной характеристики, а как 

следствие, высокая трудоемкость, особенно 

существенная при больших порядках филь-

тра. 
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