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В работе приведено описание программно-аппаратного комплекса, обеспечивающего формирова-
ние траектории движения воздушного объекта в трехмерном пространстве на основе кривых Бе-
зье. Траектория движения формировалась с учетом допустимых перегрузок воздушного объекта. 
Комплекс был реализован в программной среде Labview. 
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Введение 
Моделирование воздушной обстановки в 
зоне ответственности аэропортов, на трассе 
сопровождения воздушных объектов диспет-
черами, перемещение военных воздушных 
объектов в условиях боя является необходи-
мым составным элементом для создания си-
стем тренажа и имитации современных ра-
диолокационных станций и комплексов. Од-
ним из наиболее важных элементов таких 
систем является формирование траектории 
воздушного объекта - задание кинематики 
движения, определяющей пространственное 
положение объекта в произвольно заданный 
момент времени [1-5]. При этом формируе-
мая траектория движения должна обладать 
следующими свойствами: 

1. обеспечивать изменение положения 
объекта в трехмерном пространстве; 

2. учитывать допустимые нагрузки на 
воздушное судно и особенности его переме-
щения в пространстве; 

Существует два способа моделирования 
траектории полета. В первом случае исполь-
зуются реальные навигационные данные, по-
лученные на борту воздушного судна при его 
перемещении в пространстве: географиче-
ская широта; географическая долгота; угол 
сноса (УС); угол крена; угол тангажа; гиро-
скопический курс; путевая скорость; при-
борная скорость. Эта информация с выходов 
навигационных датчиков запоминается в па-

мяти ЭВМ и, затем, на ее основе строится 
модель движения воздушных судов данного 
типа. Полученная этим методом модель дви-
жения полностью соответствует перемеще-
ния такого воздушного судна в пространстве. 
Однако, для реализации этого подхода тре-
буется большой объем предварительного 
сбора данных и их анализ, при этом для каж-
дого типа воздушного судна необходимо 
проводить свои измерения, что приводит к 
большим временным затратам по построе-
нию модели движения. Во втором случае для 
формирования траектории используется ма-
тематические модели траекторий движения 
воздушных объектов на различных участках 
полета, которые с той или иной точностью 
описывают траекторию движения и в боль-
шей или меньшей степени учитывают кине-
матику движения объекта.  

Целью представленной работы является 
построение модели траектории движения 
воздушного объекта в трехмерном простран-
стве с учетом кинематики его движения на 
основе кривых Безье. 

 
Математическая модель траектории 

Траекторию движения объекта будем фор-
мировать в виде кусочно-заданной простран-
ственной кривой, состоящей из плавно сов-
мещаемых сегментов в виде кривых Безье 
преимущественно первого и третьего поряд-
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ков с параметрическим представлением кри-
вой по каждой из координат [7, 8]: 
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где n – степень кривой; i – порядковый номер 
опорной вершины; Pi – вектор координат i-й 
опорной точки по каждой из координат; 
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Бернштейна степени n; t – безразмерный па-
раметр, расположенный в интервале  0;1t . 
Геометрическая форма каждого сегмента 
общей траектории задаётся на основе распо-
ложения n опорных точек  (   i i i iP x y z   ,

0... 1i n  ), т.е. опорной ломаной линии с n 
узлами. Совокупность такого набора сегмен-
тов позволяет описать различные виды тра-
екторий. Положение и геометрическое пред-
ставление траектории движения объекта в 
пространстве плавно комплексируется из по-
следовательно сопрягаемых сегментов. В со-
ответствии с (1) производится расчёт пара-
метрических уравнений движения в каждом 
сегменте по трём координатам x(t), y(t), z(t) в 
функции параметра t[0;1] и определяются 
минимальные значения радиусов кривизны 
траекторий, геометрическая траектория 
представляется непосредственно в системе 
координат объекта – зоны ответственности 
РЛС. 

Смежные точки стыка на сопрягаемых 
сегментах необходимо выбирать так, чтобы 
получить в целом гладкую и гибкую про-
странственную траекторию, управляемую 
точками Pi, положение объекта на каждом 
сегменте которой определяется своим пара-
метром t[0;1], так и в последующем в ре-
альном текущем масштабе времени tp.  

Рассмотрим пример построения гипотети-
ческой траектории движения объекта в трёх-
мерном пространстве. Координаты опорных 
точек траектории приведены в таблице 1. 

По приведённым координатам строятся 
две кривые второго и третьего порядка (1). 
Кривая второго порядка строится по первым 
трём точкам с координатами (0; 0; 0), 
(2; 2; 4), (5; –0,5; 2) и описывается следую-
щими выражениями:  

2
1( ) 4x t t t  , 

2
1( ) 4,5 4y t t t   , 

2
1( ) 6 8z t t t   . 

Кривая третьего порядка строится по че-
тырём точкам с координатами (5; –0,5; 2),  
(8; –3; 0), (11; –1; –2), (12; 1; –1), причём точ-
ка с координатами (5; –0,5; 2) является об-
щей и лежит на одной прямой с точками 
(2; 2; 4) и (8; –3; 0). Кривая третьего порядка 
описывается следующими выражениями: 

3
2 ( ) 2 9 5x t t t    , 

3 2
2 ( ) 4,5 13,5 7,5 0,5y t t t t     , 

3
2 ( ) 3 6 2z t t t   . 

Переход объекта с прямолинейной на 
криволинейную траекторию и обратно не 
должен сопровождаться скачком центро-
стремительной силы:  

 2
ц k цF mV R ma mgn   , (2) 

где kR  – радиус кривизны; V – линейная ско-
рость по кривой; gnц – перегрузка; nц – чис-
ловой коэффициент). Если известны допу-
стимая перегрузка и линейная скорость объ-
екта при его движении по криволинейной 
траектории, то можно рассчитать минималь-
ный радиус кривизны дуги [9]:  

 2
min max( )k цR V gn .  (3) 

Так, при скорости самолёта V = 1000 м/с  
и максимальной переносимой пилотом  
перегрузке gnцmax = 8g в соответствии с (3) 

min 12,74kR   км. Если minkR  будет меньше, то 
необходимо менять опорные точки сопряга-
емых сегментов траектории в (1), чтобы 
обеспечить более плавный переход или вво-
дить кривые 4-й степени. Следует преду-
смотреть и запас на величину допустимого 
линейного ускорения, которое векторно 
суммируется с тангенциальным. При перехо-
де с одной кривой Безье на другую плавное 
изменение радиуса кривизны обеспечивается 

Таблица 1. Опорные точки траектории 
X 0 2 5 8 11 12 
Y 0 2 -0.5 -3 -1 1 
Z 0 4 2 0 -2 -1 
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при непрерывности первой и второй произ-
водных сопрягаемых кривых.  

Минимальный радиус кривизны дуги рас-
считывается по выражению: 

         
     

32 2 2

2 2 2
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x t y t z t
R

a t b t c t
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 
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где ( ) '( ) ''( ) ''( ) '( )a t y t z t y t z t  ; ( ) '( ) ''( )b t z t x t   
''( ) '( )z t x t ; ( ) '( ) ''( ) ''( ) '( )с t x t y t x t y t  . 
Для кривых, построенных по опорным 

точкам таблицы 1, радиус кривизны имеет 
зависимость от параметра t, представленную 
на рис. 1. 

Для графика, представленного на рис.1 а) 
минимальный радиус кривизны составляет 
1,907. Для графика, представленного на  
рис. 1 б) минимальный радиус кривизны со-
ставляет 2,512. По полученным выражениям 
построена траектория, представленная на 
рис. 2. 

 
Воспроизведение траекторий в реальном 

времени 
Текущее реальное время представим в виде 
решётчатой функции tр = kTт с дискретом Tт и 
начальным значением Tнач = 0. Реальное вре-
мя tр и параметр t связывает пройденный в 
каждом сегменте путь S. Поэтому он являет-
ся связующим для определения параметра t, 
подставляемого в параметрические уравне-
ния (1) для воспроизведения текущих значе-
ний координат траектории в соответствии с 

(2). Путь, пройденный по параметрически 
заданной кривой в пространстве (рис. 2), 
определяется формулой: 

1
2 2 2

0

( ) ( ( ) ( ) ( )S t x t y t z t dt     . (4) 

Из текущих, точных значений численного 
интегрирования выражения (4) для опреде-
ления пути Smax, воспроизводится «эталон-
ный» полином Ньютона для обратной функ-
ции t = gэт(S(t)) с равномерным расположени-
ем узлов интерполяции (причём аргумент и 
функция меняются местами), выбирается 
примерно 5–8 дискретных значений функции 
ti и соответствующие им значения аргумента 
Si (узлов интерполяции полинома). С помо-
щью полинома Ньютона 5–8 степени вос-
производится «эталонная» монотонно нарас-
тающая функция t = gэт(S) с приведённой от-

 
а) второй порядок 

  
б) третий порядок 

Рис. 1. График для определения минимального радиуса кривизны кривой 
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Рис. 2. Результирующая траектория движения 
объекта 
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носительной погрешностью порядка долей 
процента с последующей аппроксимацией её 
фактически полиномом наилучшего прибли-
жения Чебышева g(S)   gЭТ(S) более низкой 
степени. В полиноме для исключения скач-
ков пути для границ интервалов (сегментов 
траектории) задаются значения: (t0 = 0, 
S0 = 0); tмах = 1, S = Sмах).  

Для исключения скачков скорости и уско-
рения линейная скорость и ускорение в нача-
ле следующего сегмента движения должны 
быть равны скорости и ускорению в конце 
предшествующего сегмента. Текущее значе-
ние пути при равноускоренном движении по 
заданному отрезку прямой или кривой мож-
но определить в соответствии с формулой 
S = Vtр + atр

2/2. После чего по аргументу – 
текущему пути S – с помощью полинома, 
аппроксимирующего обратную функцию 
t(S), как и ранее определяется параметр t.  

При комплексировании, стыковке отдель-
ных сегментов траектории, форму сегмента, 
его длину – максимальное значение пути Sмах 
по сегменту – можно определять и варьиро-
вать при задании геометрической формы 
кривой. При назначенном значении началь-
ной скорости величину ускорения, например, 
при равноускоренном движении можно из-
менять так, чтобы получить заданное время 
прохождения сегмента траектории. 

Итак, в соответствии с параметрическими 
уравнениями каждого сегмента в функции 
параметра t вычисляется путь Sмах, пройден-
ный по параметрически заданной кубической 
кривой в функции S(t), воспроизводится об-
ратная функция t(S) с последующей аппрок-
симацией её полиномом наилучшего при-
ближения g(t). По заданному закону воспро-
изведения скорости на заданном сегменте 
определяются текущее значение пройденно-
го пути S(tр1) в функции текущего временно-
го интервала tр1 от начала сегмента и времени 
движения по сегменту, время прохождения 
сегмента. По общему, связывающему пара-
метру текущего пути S на сегменте осу-
ществляется переход от времени tр1 к пара-
метру t с последующей подстановкой его в 

параметрические уравнения вычисления 
прямоугольных координат. 

Предварительные действия оператора, 
направленные на проектирование модели 
движения и подготовительные расчёты обес-
печивают в общем временном интервале 
формирование траектории движения, опре-
деляют моменты времени начала, продолжи-
тельности и окончания движения объекта по 
каждому сегменту. Это позволяет идентифи-
цировать именно тот сегмент, по которому 
перемещается объект в момент времени tр 
воспроизведения каждой траектории с при-
своением ему порядкового номера. К каждо-
му порядковому номеру сегмента привязыва-
ется его тип и таблица уравнений движения 
на заданном сегменте [10, 11]. 

 
Заключение 

Разработан метод наглядного, интуитивного 
формирования траекторий воздушных объек-
тов из плавно сопрягаемых сегментов в си-
стеме координат зоны обзора РЛС. Обеспе-
чен контроль перегрузок. В производствен-
ных системах при формообразовании обра-
батываемых деталей геометрическая форма 
траектории движения рабочего органа привя-
зывается к системе координат робототехни-
ческого комплекса или станка с числовым 
программным управлением, а скоростной 
режим движения определяется их динамиче-
скими характеристиками. 
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The paper describes a software and hardware complex that provides the formation of the trajectory of an 
air object in three-dimensional space based on Bezier curves. The trajectory of the movement was formed 
taking into account the permissible overloads of the air object. The complex was implemented in the Lab-
view software environment. 
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