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Рис. 1. – Функция ошибок (x) 
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Практически все функциональные зависимо-
сти реализуются в современных вычисли-
тельных системах на основе методов при-
ближения, когда функции заменяются про-
стыми, понятными вычислителю операциями 
с заданной степенью точности. При решении 
этой задачи наибольшее распространение 
получили полиномиальные методы аппрок-
симации, когда функция f(x) заменяется по-
линомиальной функцией ߮(ݔ) степени n ви-
да [1, 2] 

(ݔ)߮ = ܽ଴ + ܽଵݔ+. . . +ܽ௡ݔ௡ = ෍ܽ௞ݔ௞
௡

௞ୀ଴

, (1) 

где ܽ଴, ܽଵ, . . . , ܽ௡ – коэффициенты полинома. 
Коэффициенты ܽ଴, ܽଵ, . . . , ܽ௡ определяют 

различного рода полиномы – это полиномы 
Тейлора, Лежандра, Чебышева, Якоби и т.д. 
[2,3], которые обеспечивают разную точ-
ность аппроксимации функциональных зави-
симостей, разную степень сложности вычис-
ления этих коэффициентов. Точность ап-
проксимации функциональных зависимостей 
этими полиномами разная, однако она мень-
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Рис. 2. – Функция ошибок (x) на первом шаге применения алгоритма 

ше чем у полиномов наилучшего приближе-
ния, у которых в соответствии с обобщенной 
теоремой Чебышева, все n + 2 экстремальные 
значения погрешностей i, ݅ ∈ 0,1, … , ݊ + 1 
на интервале аппроксимации функции ݔ ∈
[ܽ, ܾ] поочередно меняют знак и равны меж-
ду собой по абсолютной величине [4].  

В настоящее время не существует общего 
подхода к поиску коэффициентов полиномов 
наилучшего приближения различных функ-
циональных зависимостей. В работах [4–8] 
описывается алгоритм последовательного 
поиска коэффициентов полинома наилучше-
го приближения, который позволяет нахо-
дить коэффициенты полинома последова-
тельно, переходя от одного экстремума 
функции ошибок ((ݔ)ߜ = (ݔ)݂ − -ап ((ݔ)߮
проксимации при начально заданных коэф-
фициентов полинома к следующему. За счет 
измерения значений коэффициентов вырав-
нивая по абсолютному значению экстремумы 
функции ошибок. Такой подход позволяет 
получить значения коэффициентов полинома 
наилучшего приближения, однако при по-
рядке полинома n  3, затрачиваемое время 
на поиск коэффициентов растет экспоненци-
ально.  

Целью работы является разработка метода 
поиска коэффициентов полинома наилучше-

го приближения, основанного на многомер-
ной оптимизации значений функции ошибок. 

Описанный в [5-8] подход к поиску зна-
чений коэффициентов полинома основан на 
том, что выбираются две крайних точки 
(значение функции ошибок аппроксимации 
на краю интервала и первый экстремум), вы-
числяется среднее арифметическое между 
абсолютными значениями этих отклонений и 
точка пересечения функции ошибок с осью 
абсцисс переносится вправо или влево. Затем 
пересчитываются коэффициенты полинома и 
подобная операция проводится до тех пор, 
пока максимальные отклонения не сравняют-
ся. Затем переходят с двум следующим экс-
тремальным значениям функции ошибок. 
Так постепенно доходят до правого края ин-
тервала. Видно, что описанный подход тре-
бует для своей реализации большого количе-
ства времени. 

Описанный подход можно расширить на 
то, чтобы за один шаг смещать не одну точку 
кривой ошибок, а сразу несколько. Рассмот-
рим последовательность расчета коэффици-
ентов полинома наилучшего приближения 4-
го порядка на примере аппроксимации функ-
ции ݂(ݔ) = -Алгоритм вычисления коэф .ݔ√
фициентов следующий: 

1. Как и в предыдущем алгоритме предва-
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Рис. 3. – Функции ошибок (x) и n(x) 

рительно необходимо выбрать какие-то зна-
чения коэффициентов аппроксимирующей 
функции. В качестве начального приближе-
ния могут выступать любые отмеченные 
выше полиномы. Возьмем в качестве исход-
ного полином Чебышева 1-го рода. Получен-
ная при этом функция ошибок (x) приведена 
на рис. 1. 

2. Найдем значения функции (x) на краях 
интервала аппроксимации 0 и 5, а так же 
значения функции в точках экстремумов 1, 
2, … 4. Вычислим средние арифметические 
между абсолютными значениями i, i=0..5 по 
формулам 

сଵߜ =
|଴ߜ| − |ଵߜ|

2
, сଶߜ =

|ଶߜ| − |ଷߜ|
2

, 

сଷߜ =
|ସߜ| + |ହߜ|

2
. 

3. Отложим полученные средние значения 
в точках экстремумов и на краях интервалов 
и соединим их прямыми (см. рис. 1). 

4. Находим точки пересечения построен-
ных прямых с осью абсцисс x1, x2 и x3. 

5. Составляем систему уравнений, состо-
ящую из полинома, рассчитанного в точках 
x1, x2, x3  и на краях интервала. Приравниваем 
эти уравнения к значению аппроксимируе-
мой функции в этих точках. Получаем си-
стему уравнений 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ √0 = ܽ଴ + ܽଵ ∙ 0 + ܽଶ ∙ 0ଶ + ܽଷ ∙ 0ଷ + ܽସ ∙ 0ସ

ඥݔଵ = ܽ଴ + ܽଵ ∙ ଵݔ + ܽଶ ∙ ଵଶݔ + ܽଷ ∙ ଵଷݔ + ܽସ ∙ ଵସݔ

ඥݔଶ = ܽ଴ + ܽଵ ∙ ଶݔ + ܽଶ ∙ ଶଶݔ + ܽଷ ∙ ଶଷݔ + ܽସ ∙ ଶସݔ

ඥݔଷ = ܽ଴ + ܽଵ ∙ ଷݔ + ܽଶ ∙ ଷଶݔ + ܽଷ ∙ ଷଷݔ + ܽସ ∙ ଷସݔ

√1 = ܽ଴ + ܽଵ ∙ 1 + ܽଶ ∙ 1ଶ + ܽଷ ∙ 1ଷ + ܽସ ∙ 1ସ

 

6. Решаем эту систему, находим новые 
значения коэффициентов полинома ܽ଴, ܽଵ,
ܽଶ, ܽଷ, ܽସ. Результирующая функция ошибок 
показана на рис.2. 

Из рис. 2 видно, что значение функции 
(x) в точке x=0 уменьшилось боле чем в два 
раза, но при этом увеличились значения в 
других точках экстремумов. 

7. Проводим аналогичные шагам 2 – 6 
расчеты, получаем полином наилучшего 
приближения, аналогичный полиному, при-
веденному в [4]. На рис. 3 приведены графи-
ки функций ошибок для полинома Чебышева 
1-го рода (x) и полинома наилучшего при-
ближения n(x). 

Применение описанного алгоритма поз-
волило получить полином наилучшего при-
ближения за два шага итерации, в отличии от 
алгоритма рассмотренного в [4-8], когда для 
расчета каждой точки требуется по 5-7 ите-
рационных циклов. 
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A new approach to searching for high-degree Chebyshev best approximation polynomials is considered, 
this approach significantly reduces the search time for coefficients in comparison with the known ap-
proaches. The method allows you to simultaneously change the values of the alternance points, bringing 
them closer to the optimal values, and not sequentially as in the known algorithms.. 
Key words: the polynomial of best approximation, approximation, polynomial methods. 
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